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I. 


La theorie des invariants des equations differentielles lindaires et 
homogenes a et& l’objet de plusieurs travaux remarquables.. En 1879 
M. Laguerre donna la definition de ces invariants; puis M. Brioschi 
s’occupa de la question en calculant certains invariants. (es deux geo- 
metres ont edifi& la theorie des invariants sans remarquer la relation 
fondamentale qui existe entre cette methode et celle des invariants 
differentiels dont les proprietes principales ont ete etablies anterieure- 
‘ment par Lie et Halphen. 

M. Sophus Lie fut le premier qui en 1872 donna la methode per- 
mettant d’etendre le groupe fini et continu de substitutions en y faisant 
adjoindre les transformations que subissent les derivees des variables. 
Le groupe propose etant projectif, on pourra toujours en former des 
invariants analogues A ceux dont s’occupe l’Algebre. 

Cette idee fondamentale düe a M. Lie a et& approfondie par Halphen 
dans sa these bien connue (1878). C’etait encore Halphen qui remarqua 
en 1882 l’identite fondamentale de sa propre theorie avec celle de M. 
Laguerre. 

Nous voulons suivre l’ordre inverse en commengant par la definition 
precise des invariants des &quations differentielles lineaires et homogenes. 

Soit donne: 


dry de-1y 
Fox - (n)ıPı ni - oe -1- a == 1) 


Ar, 
‚une equation linsaire et homogene tout & fait generale si l’on veut 
accepter une fois pour toutes les restrictions suivantes: 

1) Tous les coefficients de l’&quation generale doivent £&tre des 


fonctions synectiques de la variable X dans un contour donne. 
Philippoff, Equations differentielles. 1 


BED 


2) Tous les coefficients sont differents de zero dans le m&me contour. 
Öette derniere condition n’est indispensable que pour le coefficient P\,, 
comme on verra plus loin. Cependant nous voulons la retenir provisoire- 
ment pour tous les coefficients de la proposede en nous reservant le droit 
de discuter söpardment tous les cas quand cette condition ne sera plus 
remplie. Nous voulons notamment traiter les equations ou manquent 
certains terınes comme des formes soit canoniques soit exceptionnelles. 


Nous allons faire la substitution : 


REN > 
BAND: 


ou U, et x, sont des fonctions synectiques et differentes de zero dans 


Y= Uyw; 


le contour donne. Nous representerons quelquefois cette substitution par 
le symbole [T,, x}. 

Nous poserons P, = 1 ce qui est evidemment permis, mais nous 
ecrirons P, pour plus de symetrie. 

La substitution {U,, &,} devra transformer l’&quation donnee en: 


dry ariy 
Po gggn Bi In m rer 
et nous pourrons y choisir 9, = 1. 


Nous allons maintenant former une fonction entiere des coefficients 
P et de leurs derivees jusqu’a un certain ordre fini. 
Soit: 
pm), ER pP, 9) 
cette fonction des coefficients de la proposee; soit encore: 
a) a) 
la transformee de la fonction ® pour la substitution [U,, x}. Si dans 
cette derniere expression la lettre P designe la m&me fonction entiere 


des nouveaux arguments », et si l’on & identiquement: 
&(P aa, ee P,%)) = dl), oo. Pr") 
: RER 
ou A est un nombre entier et ou &, — est le module de la sub- 
stitution, la fonetion ® sera par definition un invariant de l’&quation 
differentielle. Si X —= 0 l’invariant est dit absolu. 
De toutes les substitutions possibles nous voulons exceluer la sub- 
stitution identique {1, 1}, cela veut dre Y=y, X = x - Const, qui 
ne peut evidemment definir aucun invariant. 


EN Le 


Pour tout autre cas il est permis d’aller plus loin. On peut con- 


siderer la transformee deuxi&me, troisi&me . . . etc. en faisant les sub- 
d 
amuons'yı — Von, 5 > _ On pourrait aussi poser directe- 
de 
ment Y = U,Vın; IX a ee etc. Mais il est: preferable 


de considerer une suite de transformations. Si cette suite est finie on 
n’obtient rien de nouveau. Mais il n’en est pas ainsi quand la serie 
de substitutions devient infinie. Dans ce cas il faudra prouver que les 
produits infinis tels que U,V, ..... er, sont synectiques 
et differents de zero dans le contour donne, et s’il n’en est pas ainsi, 
la substitution limite ne pourra pas definir un invariant. Si la derniere 
des transformees est identiquement &gale A la proposee, la serie des trans- 
formations formera »un groupe«. 


Nous ajoutons encore cette remarque, qu’une fonction entiere telle que 


(pm), En: P, 9) n’est un invariant que dans le cas, ou l’&quation: 


PR), ... m) = rl)... 2) 
est remplie identiguement pour toute valeur de x, et independamment 
du choix special de U,. Cette remarque ne s’applique cependant qu’ä 
l’equation tout & fait generale. 

On peut tres bien concevoir des cas particuliers ol certaines pro- 
prietes invariantes dependent de la valeur speciale du module; nous 
ecartons ces cas provisoirement, pour y revenir quand il sera question 
des transformations canoniques, Mais nous pouvons des & present faire 
la remarque que notre definition d’un invariant suffit completement pour 
justifier l’application de la transformation infinitesimale. Soit Y = U,y 
comme dans le cas general, mais x = X + eT ou T est une fonction 
synectique de X dans le contour donne, e etant une quantit& infiniment 
petite independante de X et du premier ordre infinitesimal. On aura 
ainsi la substitution: 

(U, 1 + el]. 
La quantite & &tant arbitraire, mais infiniment petite, 1 + e7, sera 
different de zero dans le contour donne. La substitution infinitesimale 
remplit done toutes les conditions pour faire engendrer un groupe de sub- 
stitutions & la fois fini et continu. On peut done considerer cette sub- 


stitution comme &tant absolument generale, en y faisant varier la fonction 
1* 


Sy Man 


T d’une maniere continue, et on voit a priori la possibilit6 de caleuler 
un invariant tout & fait general au moyen d’une substitution quasi 
speciale!. 

Avant de traiter la theorie des invariants il nous faut encore poser 
la question generale sur la transformation des &quations differentielles. 
Nous allons generaliser ce probl&öme en considerant une &quation differentielle 
comme un cas special du syst&me des öquations simultandes. 

Pour abröger nos caleuls, nous voulons &crire des fonctions lineaires 
algebriques ou analytiques sous une forme symbolique en designant par: 


XL X 
k, a Ag 
kz b, b, 
le systeme: 
4% + Ag, = kı 


b,% + bot = ks 


et d’une maniere analogue le symbole: 


Y, 
A19 
dg9 
sera le representant du systeme: 
dY 
Fr = AıYyı + As}r 
Dr 
ie — Ay Yı + Ar: 


On remarquera aussitöt que, etant donne le systeme lineaire al- 
gebrique: 


een 


ı M. Forsyth affırme cependant que la transformation infinitesimale ne peut 
servir que pour le calcul des coefficients numeriques. 
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DAN ENT Yn 
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auquel nous allons appliquer la substitution lineaire: 
2) Yına. Ya. Ym 
Da Re RR ge 


Be 0, yanıe) ie, van, area,‘ 


N RE 


. DE ER ER Se ee er 


Eee. War 
le coefficient de y, dans Y; etant U;r et celui de Y; dans di etant Pi, 


la variable y, entrera dans fn avec le coefficient BR, = Su et 


le syst&me transforme sera: 


Bl 


ce qu’on trouve aussi par des considerations tout & fait elementaires, 
mais ce qui nous permettra d’appliquer notre notation & la transformation 
des equations differentielles. 


Nous ecrirons maintenant le systöme de n-i&me celasse: 


. y 
en 


er oe, erh de 


3) 


que nous allons transformer au moyen d’une substitution lineaire & % 
variables nouvelles. Nous pouvons done choisir la substitution 2) en 
supposant bien entendu que le determinant forme des quantites U et 
que nous voulons appeler »le determinant U« soit synectique et different 
de zero dans le contour donne. 


Rık = Dip U 
1 
Un 


d 
t desi ne Er . 
et designons Ru ax par Onk 


Formons maintenant: 


2 d 
Changeons de variable independante, en posant = — A une fonction 


de X, synectique et differente de zero dans le contour donne. Nous avons: 


dx 


dy, dX 
L b Ö EN, = f . . e . 1 Er 
ou nous avons pos FR Yı, ‚ tandis que Fr est le facteur 


commun du second membre. Pour ecrire 4) sous une forme normale, 


HI ai 


designons par Ugrx) celui des mineurs du determinant U qui appartient 

a l’elöement U;r. Soit (U) le determinant reciproque forme des elements 

Ua; Qle determinant forme des elements Qı1, - - : +, Qnn- Definissons 
dc 


U Prk = Ink en designant par q,, un el&ment du determinant Q-(U), 


element forme par la juxtaposition des colonnes des deux determinants 
Q et (U), de maniere a avoir: 
91 = Qılay + - - - Alan ete. 


Nous obtiendrons le systeme: 


5) 


Le probleme de la transformation est donc resolu completement. On 
peut appliquer ce resultat au cas d’une seule equation lindaire et homogene; 
quelques remarques tres simples suffisent pour traiter ce cas special. 


II. 


Une seule &quation lineaire et homogene &tant &quivalente & un 
systeme special, il est evident que la transformation generale doit £&tre 
modifide dans ce cas. 

Soit donne le systeme: 


6) 


equivalent a une seule equation: 


DEN dr-1y 
7) AX® am (n)ıPı mi u Baar ur PıY = 0, 
GUZUOn Au Dose” Y., —y, Be, —"Yrı1, et enfün: 


dX 


Ber al 


Pnıı = — Pr; Pa = — (n)En-13 2. Pn = (nıFı- 
Essayons la substitution: 
8) 
Y, [01 0 
Y, 
FU, 00 220 


en posant Uy = 0, si ik. 


Pour justifier ce choix, remarquons que la substitution Y= Y, = 


D,yı = Uyy appliquee & 6) sans changer de variable independante, 
donnerait evidemment le systeme: 


9) dy, dTiy, 


Yı IX nt gm 


Mais ce systöme ne peut pas £&tre identifid A 8) puisqu’il faut encore 
changer X en «. 


Pour atteindre ce but il suffit de poser: 


10) Ya _Y3 - » » - Yn 
dy 
ne 4,ı 0 0 
d”y 
a De Ayn 


ou les A sont les coefficients variables formes d’apres une loi connue. 


Substituons 10) dans 9) et dans 6); puisque y, n’entre pas dans 10) 
on aura: 


ce qui est identique aA 8) si l’on pose U,,; = U, Ug = U,.-- 
Da = Un-ı 

Les quantites Og,, . . . Unnm sont des fonctions de Ug, TU, .... 
et des A. 

Cela fait, nous pouvons appliquer directement la methode generale 
et il est facile de dömontrer que le syst&me transform& sera de la forme: 


Yı Ya - : v7 %n 


tout A fait analogue & celle du systöme propose. 
Ainsi pour le systeme de deuxieme classe: 
un Ye, 
Y.l..0 1 
YI-PR, -2P 


ee ap Pr Sn t a 1 teme 
eq IV IX? IX 2 == on rouvera e SYS m 
transforme: 
ih, 
uU 
en Ten ee man ee 
12) Yı Y5 
Yı |Q11 Ua + Qzı ey Qrlay + Ra lem 
Y | Qıı lay + Qsı U Qıslay + Q2sley 


U, 0 
U, Uox,. 


avec U -| 


On trouve: Uay = — T,; Uey = Un; Ua = Uoxı; Tea) — 0. 
On aura done: 
Qulıun + Qaley = 0; Qılıay + QxUcıy = Un” et on 


trouve: 91 = 0, Pıa = 1 de maniere a obtenir le systeme: 


Y, Y3 
Yı. 0) 1 


Yo u ua ER 


La premiöre &quation ne donne que l’identite an = y, et on voit 
qu’il suffit de caleuler les coefficients de la derniere ligne. 
On trouve: 
U%,y" + [@P,OG + 20) + Tony’ + (u, #220 + 
20090 = 0. 
La m&me methode appliquee au systeme de trosieme classe conduit 
au determinant: 
I) 0 
U=|I|D, Da 0 
200, > Ds 
et on trouve facilement: 
Qı = — (U, + 3P,D, + 3P,U, + P;0Dı). 
Comme il suffit de calculer les coefficients de la derniere equation 


le caleul sera tr&s simple et on trouvera: 


U, Tyler, Di tr 30,8% + 3P, 09x”) 
(30, + 6P,U, + 3P,U,)% 
+ y’ı+ (80, + 3P,D,)&, 
+ Um; 
+ y(d, + 3P,0, + 3B0, + BD, —.0. 
En divisant par Ugx,? ce qui est permis puisque ce produit est 
different de zero, on trouvera la transformede sous la forme: 
y + 39" + pay! try — I. 
Revenons au cas general et calculons le coefficient 9, de la trans- 
formee. On a dans ce cas: 


N HEIM 


Onı = — (W + (RE Un + .. —- P„Uo) 
comme on voit immediatement d’aprös la definition de Qnı- 


Mais on a aussi: Ux, pm = Qılıam + : : -» + Qnıllan) et dans 


le cas actuel Um) =... = Um-ın) = 0. On trouve donc finalement: 
a Dorn = + MA FF... PD. 
Dans le cas x =, x, = 1oon retrouve ainsi le resultat bien 


connu de Lagrange et on pourrait calculer ainsi tous les coefficients. 
Mais nous allons montrer une autre methode plus pratique et qui 
s’appliquera & la substitution generale (Uy, x,). 


II. 


Avant d’aborder le cas general, il faut donner une formule permettant 
de changer de variable ind&pendante sans recourrir aux methodes speciales 
employdes dans la plupart des traites, par exemple dans ceux de Forsyth 
et de Heymann. 

En 1886 L. Königsberger donna une methode tres generale que 
nous voulons appliquer & notre cas special. 

Soit donne y=f (&,7n,C...) une fonction des fonctions &,n,&... 
d’une seule variable indöpendante X. Nous definissons le symbole: 


13 
) Sera RN FENNH a. 
en posant: 
n! 1 


IN Ä 
MEINE NEE nen 


tandis que Q,”r n’est autre chose que la puissance symbolique de l’ex- 
pression: 
fu madre ff dn 
el 


et le signe >n se rapporte & tous les m qui satisfont & l’&quation: 


m + 2m; +...4 mm = N. 
of o2f 


f 
BE 0 


On forme les puissances symboliques en posant 


1 La demonstration donnee par Villustre geometre se trouve dans les Math. 
Ann. 1886. 


EN 


Em a 


veritables produits. 


tandis que les puissances des derivees totales sont des 


Cela pose on trouve la formule generale: 
Yan > Sn m m 
Yn u NQ, ge On y 


d”y 
AX" 
L’&equation de condition: 


m + 2m, +... =n 


met en Evidence les proprietes principales du symbole de Königsberger. 


ou on a pose 4, = 


Ainsi on voit immediatement que sous le signe > on ne pourra 


trouver aucun terme contenant & la fois les quantites Q) ayant tous 
les indices possibles de 1 jusqu’a n. Autrement, les m n’etant 
jamais negatifs et etant entiers, deviendront nuls dans certains termes. 
Si par exemple m„_>O0 done m„>1, on trouve nm„>n et dans le terme 
correspondant tous les m depuis m, jusqu’& M„-ı inclusivement sont 
nuls, et vice versa, si m, = n, tous les m depuis m, jusqu’a m„ devront 
disparaitre. 


Nous allons maintenant decomposer la somme > pour en obtenir 


une somme double. Nous posons m + m; +... + m =k. Seit 
n le poids, % le degre& des termes correspondants. On trouve 
facilement la condition A<n pusuek=nsim = n=k. 

En decomposant la somme simple que nous pouvons ordonner par 
rapport aux termes de degre 1, 2,... n nous aurons: 


T 
Yn = = > gm, Fe 


avec deux equations de condition: 


m + 2m, +... —=n 

„+ m + .:.:4 m =%&k. 
Il est bien facile d’appliquer la theorie generale au cas d’une seule 
variable auxiliaire, fonction de la variable independante X. Etant donne 


y=/f(«) ou x est une fonction de X, on obtient immediatement: 


Er 


0 qn[% za) 


CH DC 
Posons maintenant r = |], 2, ... n et formons le produit 
symbolique: 
of\m, of\my m Mm, 
En & er ) Be) 
2 
ou x, — rn — .. et ou x, ”ı est une veritable puissance 


3 | 
tandis que = " n’est qu’une puissance symbolique. Nous aurons 
T 

d’aprös la definition me&me: 


ee 


Avant de substituer cette derniere expression dans 13) nous posons 


encore: 
n! (am Km \ MR, 
ya > I ee) BARE (®) 
my! . . Mn! 


1! n! 
ce qui donne finalement: 


BR ee y®). 


% Och” dick 


n 
17) Un >y kAnıy') 
3| 


formule &equivalente au systeme: 


DEREN y®) 
Y, [Ay 0 0 
Yg |Agı Age 
Yn Anı Ans Ay 


L’expression 16) offre une analogie &evidente avec le developpement 
d’un polynome. 


Soit donne x = gY(X) une fonetion synectique dans 


le contour donne, p une quantite arbitraire dont le module peut £&tre pris 
aussi petit que l’on voudra. 


Nous aurons done: 


EHE et... tm 


et cette serie de Taylor sera convergente. 
Formons la puissancee k = ieme des deux membres, ce qui est 
permis et soit: | 


EX +p) — I = DR). 


On pourra poser: 


wi IM pm + 2ma + -.:.. Mn a 
OR a ml Be. 
ou encore: 
Bl) Ar do I... m 
Il est clair, que si nous posons simultanement: 
n„„+m, +..+m=k&k 


nn. + 2m; +... =n 
nous aurons: 


N >> ee My ®) mM, k ! 
n = HUN Re ArE EST" . 
1! nV mul 2% so. 


La comparaison avec A„r donne immediatement: 


n!An 
ki 


Ank pt 


On voit que Ayr est, au facteur “ pres, egal au coefficient de p” 
dans le developpement de 
Po) = le +) — PR. 
Or nous pouvons trouver une expression generale du coefficient A,. 
D’apres la theorie connue de Cauchy, si l’on forme une nouvelle fonction 


a) 


ayant le pöle multiple +1 = 0, le residu relatif & ce pöle 
17 gap 

sera egal a en . Mais ce m&me residu est, comme on sait, Egal 
0) 


1 
au coefficient An de — dans le developpement: 


Dip) A, An 
ar a 


ne 


On aura done: 
Ar N) 
a de eo] 


VORTEIL 


EP ARE 


D’ailleurs il est facile de prouver cette m&me formule en differenciant 
les deux membres de l’egalite: 

Pe) = Apr... Aptı He. 
successivement » fois par rapport a p, posant enswite p = 0 et 
divisant par n! 

D’apres ce qu’on a trouve plus haut, on aura donc finalement: 


1 dr 
re ea za 


formule connue de Hoppe, Meyer et Schlömilch, qui y sont arrives par 
une voie tout & fait differente. 

Nous voulons maintenant &tablir une formule recurrente applicable 
au symbole general: 

yn = DRNQ Mt .. . Qu. 

Soit (Q,)ı = Q, la derivee symbolique de Q,. On trouve: 
4 = Qı 
y=4 + % = Am + (Aı 
y = a’ + 3a. +9 = (AU + ı + AQ? + 9) ou bien: 
Y = (Ws) + Yayı- en 


On aura generalement: 


ye+ı = Wh 4 Yryı- 
On peut designer l’operation: (y.)} 4 Yry, par le signe I et on aura: 
Yı = U 
yven=Q’+ % 
va, =Q’ + 3% + 9% 
On trouve des formules analogues dans le cas oü Y,, Y3 . . . . sont 
des derivees symboliques et Q,, Q5 - . . des veritables derivees, ce qu’on 


verra tout de suite. 


dc da H dL 
Soit  prgeen = x wi = Ib. [2 [3 [2 [2 Sn = L i = I 
dAX ax ä x TB : 
Dans ce cas L, est la derivee logarithmique de &,, Z, la derivee 
seconde etc., done &,,&% ... et 1, Z, . . . sont des veritables derivees. 


Mais on peut ici considerer — comme une derivde symbolique de — etc, 
M Br 
1 1 


TS soil 


ann A, on voit que Ar est, d’apres la definition m&me, la derivee 
k 


symbolique de Ar.-ı. On trouve: 


Soit 


ER 1 Val 
u D, 
he°-n+2 
X 
20 
a u 


et generalement: 


Bin at u a en e "on 
on vu a Be ln) ee 


formule applicable & la theorie des »reciprocants« de M. Sylvester. 

Il est trös facile de trouver la formule inverse qui donne L; quand 
on connait Ay, Ag . . „, Ar. Cette formule ne differe de 25) que d’un 
facteur numerique commun multipliant tous les termes de degre 
donne. En &changeant A avec L il ne faudra done que multiplier tous 
les termes du degre k en A par le facteur (—1)*=1(k—1)! On trouve 


par exemple: 
U IUgX 


De 
L, = — 3 + 2%’ = 2C, a HE z 


et ainsi de suite. 
Nous allons montrer maintenant une methode pratique pour calculer 
effectivement les coefficients Anz. On connait a priori la partie litterale 


de Anz puisqu’il suffit d’ecrire toutes les combinaisons possibles 


N 5 12,2 2. %n % de degre k et de poids n. Si nous posons 
%%, — (1?3) ete., nous pourrons 6crire: 
(k-1 
I n—k+1 
k—2 
24) Au — Il .2n—k 
k—2 
1.8 nk. 
k—1 


KA Be FANRRR u a DET Shaı BUTTER 


ER m 


ou le signe = montre que Fegalit6 n’est etablie qu’& des facteurs 
numeriques prös. 


Nous pouvons demontrer que: 


n—2k 


25) An a ( T ) or. 
si n>2k. Si n<2k on a n—2k<0 et la formule n’aura plus 
de sens. 


Pour demontrer 25) il suffit d’appliquer 24). On trouve: 


n—k—1 

1 | 
mMaz=li 9 k 

[8 ©. 00 Ne Token ee 

k—1 

1 ra 
a 


et l’egalit6 25) devient &vidente. 


. . = RER 2 
Ammann: (A, am, Ar, 117800 


2 
A (1)As 
et la partie litterale de A,,, doit &tre z,°a,, 20°. 


En calculant les facteurs numeriques d’apres la formule: 


N! 
ne ae a ET a 
on trouvera facılement: 


Aa DE AD 


94 
Pour &ecrire la partie litterale de Aıo0,97 on 6erira (V)a;, et on 
trouvera 2,0%, % KgXz, X Kg, oU il ne faudra qu’ajouter les coefficients 
numeriques N. | 
Pour eviter des erreurs, il ne faudra jamais decomposer le symbole 
1 


—(1 1). Si l’on veut 


en facteurs, puisqu’on a par exemple (1) Tim 


calculer Ayn—2, on &erira d’abord: 


n—4 n—3 n—4 2 E 
An = ( )Aus = (i 3), (i >) ce qui donne: 
Philippoff, Equations diff£rentielles. 2 


n(n—1)(n—2) 


m Team + 3—3)m?] 


An nn 


x s . 2 P AEh n—4 AS 
tandis que sil’on calcule sans aucune precaution en Ecrivant (ij )Ass — 
“En i 

13), (1% 2); on trouvera pour le premier membre une valeur 


Yu grande qu’il faudra diviser par n—3. 


IV. 
Soit maintenant donnee une oh differentielle lineaire homogene: 
OY: 
aRA=-let = y® Pı,P3 .. , Pn sont des fonetions synectiques 


de X dans un contour donne. 

Pour effectuer la substitution Y = Uyy sans changer de variable 
independante on pourrait appliquer la methode de Lagrange. Mais nous 
allons donner une methode plus expeditive. 

Nous &crirons le premier terme de l’&quation 26) symboliquement: 

(P+ 
en developpant cette expression d’apres la formule de binome. 

Nous definissons d’une maniere analogue: 

W — (P 1. U)r are P,Ur + (#), Pı Uri + oo... -- P:Ü, 
d*U 
X 

Voici maintenant l’enonce du theor&me que nous voulons &tablir: 

Le resultat de la substitution: Y — U,y dans (P + Y)„ sans 
changer de variable independante, n’est autre chose que le symbole: 

27) (oe - Ym 
d’y 
xE 


en posant k<n, U, = 


ou l’on a pose yı = 


Pour demontrer ce theor&me remarquons d’abord que le symbole 
(P + Y)„ apres la substitution Y — U,y donnera: 
283) (P+ m =(P+ Uyn 
si l’on pose identiquement U = U). 
L’identit6 28) est en effet la consequence immediate de la. definition 
du symbole (P + Y)„ est de la formule de Leibnitz: (Uy): = 
(UT Wr- 


AUS yet 


Ce que nous voulons prouver, c’est l’identite: 


FP+U+yh=lP +UD)+ Yh 


Cette identite semble &tre evidente; mais il ne faut pas oublier que 
dans le premier membre P est le coefficient du symbole et U + y son 
argument, tandis que dans le second membre P + U est le coefficient 
et y l’argument. Les indices des coefficients n’etant nullement analogues 
aux indices de derivation, la formule que nous voulons &tablir doit &tre 
demontree. Il suffit de developper le second membre, ce qui donne: 
P+ Dt AP -+ Un-ıyı FF... +P + Da = BnY 
ne (Hy. 

Mais le premier membre donne: 

LP Sail: + Wh= PU. + Yn + WMRlU + Wi +... .. 
TErlUsy)o- 


Developpons et ordonnons par rapport A y, nous obtiendrons: 
P, Unyo Ar (n), Un-ıYı u ar U,Yyn 
()ıPı) Un-1y + a1 Un-yı + - + Uoyn-ı 
(n)gP: 2 Un_2%9 + (n—2), Un-3Yı = . Tr U, Yyn—2 


Mais on a generalement: 


n! 
a wa N ee RT 
Ce qui donne: (n),(n—2), = n(n—1), ete. On trouve: 
P,Un|Yo P, Un-ı | (n)ıyı 
(n),Pı Un-ı (n— 1), Pı Un-2 
EUER ale ers dan... 
(n), Pa-ıU, 
PıD, DReıU, 
et cette expression n’est autre chose ue P+ U, +:.:... = 


FEERZO) Fiyl. 


On a done successivement: 


PH =[P+UtYh=-[P+ND +Yyh=@Ht Yoga td. 


Ce theoreme permet de demontrer d’une maniere tres simple plusieurs 
theoremes classiques. Ainsi si l’on veut faire disparaitre le terme contenant 


dr—i 
. = %n-ı il suffira evidemment de poser &; = 0 ou, d’apres la 


o% 


ad 


ron 
Be Y 
definition de w, U, + P,U, = 0, done il faudra poser $; le 


PdaX 
2) pour obtenir la transformee dans la forme voulue. Un autre 


theoreme bien connu s’obtient si l’on pose , = 0 ou (P+ TUT, =0. 
Dans ce cas on obtient la transformee @yn + Mı®Yn-ı + --- + 
@n-1%ı = 0 ou bien en posant y, —= 2, la transformee: 

Wo2n—1 - (N); @2n—2 En one - Wn—12 — 0 
ce qui est une equation de n—1 = ieme ordre ete. etc. 


La formule (P + Y) = (oe + Yy)n = 0 eontient aussi toute la 
theorie des solutions »&gales«: Il suffit de poser Y = 1X pour ob- 
tenir la transformee (w ch), —= (0 avee & = (P + nm. On aura 
done: (wo — XN)n — On + mh] +... 20 Se 
puisque (X) AHD—0, Les coeffcients Ay +. a, sont des quantites 


numeriques dont nous n’avons pas & nous occuper. Si Y% et %X* sont 
simultanement des solutions de (P-+ Y)„ = 0, l’equation (o + X, —=0 
—= (P + n&X”)n = 0 sera verifide identiquement pour toute valeur de 


Z; on adone m =(0,....,@,_ 1 = 0. En posant X —=|1, 2, 
RS n—1 on retrouve le theor&me connu, en remargquant que @x est 
egale a un facteur numerique pres A la derivee symbolique “N, de 


Lagrange. On a effectivement: 


areas 
ET 


On voit que nos fonctions @;, jouent absolument le m&me röle, que 
les derivees symboliques de Lagrange, avec cette difference, que la methode 
de Lagrange introduit des facteurs tout & fait superflus qui proviennent 
de la  differentiation, tandis que notre methode permet de former les 
fonetions ®,. sans ealeul. 


ae 
Effectuons maintenant la substitution complete (U,, &%,). La sub- 
stitution (U,, 1) transforme l’&quation (P + Y)n = 0 en (wo + y)n = 0 
avec la meme variable independante X. 
D’autre part la theorie des derivees des »fonctions de fonctionss 


nous a donn& le systeme: 


Y|Ayı 0 
Ya | Agı Ag 0 
Yz | Azı Asg Ay. - - 


Formons maintenant le triangle symbolique: 
29) ey 
u, 


(n),®, 


(N), @n—1 

077 

BR An Hs =. (Al: Nous'.disons 
que 29) est la transformee obtenue en appliquant la substitution (U,, &,) 
a (P-+ Y). = 0, si l’on multiplie tout element du triangle par ® et y 
avec leurs indices et des coefficients qui appartiennent & chaque colonne 
et & chaque ligne. Ainsi y' multiplie tous les el&ments de la deuxieme 


colonne, (n);@, est le facteur de tous les el&ments de la deuxieme ligne etc. 
k 


Ce theoreme est presque 6vident, puisqu’on a: Yyı = Any) 
[0] 
ce qu’on savait deja, et la substitution de cette valeur dans (w 4 y)n = 
OnYo + Mı@n-ıYı # - -» - @g%Yn donne evidemment une somme double 
equivalente au triangle symbolique 29). 
Si l’on veut par exemple ecrire la transformee de l’&quation 


Gy daR dY 
B e 3Pı 73 — 3Py% + P,Y = 0, on e&erira: 


y? y' y' y' 


@,j0 (31) (32) (33) 
30, |0 (21) (22) 

30% |0 (11) 

os | 1 


et on lira cette formule comme il suit: 


Be 


0=yla;+y'| @pAs + Y"| woAss + Y |@oAss- 


30, Agı 3@,Ag9 
309A,1 
Il suffit maintenant de caleuler: Ay; = u, Agı = %y Ay = u’, 
Az = %y, Ayg = 3%,% Ag; = %ı? ce qu’on trouve immediatement 


en appliquant le symbole I (Ch. IIT,) puisqu’on a symboliquement: 
u =% + %° 
an + 30% + 
Enfin il faut substituer les valeurs des fonetions w: 
0% — U, + 3P,U, + 3P,U, + P;0, 
%=TD, + 2P,U, + BU, 
=D, + PU 
= U 
et on obtient le resultat: 


U, ’y"" + 3 O9, + (U, + PU)? W+ YLUox; + 3(U, + PıVOo)xz 
+ 3(0, + 2P,U, + P,U,)©,] + yLU; + 3P,U, + 3P,0, + P,O,]=0 
qui coincide avec celui obtenu prec&demment par une autre voie. 

Nous allons maintenant determiner la relation qui existe entre les 
coefficients de la transformee et ceux de la proposee. Introduisons le 
symbole (Ag; + w)n en posant: Axs = 0, si k<s. On a done: 

(Ads + ®)n = Andy 4 MıAn-1%ı 4 : » : + MsAssan-.- 

Le second indice est done constant. 

Un coup d’eil sur la formule 29) nous montre que Uyx,"(n)sps n’est 
autre chose que le symbole (Ayn—s + ®)n, puisque les deux expressions 
sont egales au coefficient de yr-*) dans la transformee (avant la division 
par Uyx,” qui fait egaler le coefficient de y„®) & 1). Nous avons done 
obtenu l’expression: 

30) (n)sUgeı"Ps = (Aon-s + @)n- | 

On peut donner & cette expression une forme un peu differente qui 
met en evidence les relations qui existent entre les P et les p. Ona: 
(Aon-s 4 @)n a [Aon-s Ex (BIS U)]n weg | (Aon-s ar U) r Pa Se 
(Ans + On + MılAon st Mn-Pı +: ..: + MsAn-ns Upps. 

Posons maintenant: (Ayn-s 4 U)r = Yı. Nous aurons: 

3l) (n)sT, Arm = tb + Pr = + Mıbn- nn et 
(M)sin-sPs. 


N ah 


On voit done que 9, est une fonction lindaire non homogene (puisque 
12, 0) 5 Da Er 2? RR ER PR 
La formule 31) peut ötre transformde en posant: 


Ay R 
Ps ah nn — 8 .- R_ı 
z 


ou Rs-ı est une fonction lineaire de P.... Ps-ı. 


Mais puisqu’on a: Ay—_sn—s = %,”"°, on obtient l’expression suivante: 
P; 
32) Ps = ER -H per 
4 
Differentions cette formule r-fois par rapport a X en ecrivant dans 


d d 
le premier membre ur au lieu de IX Nous obtiendrons: 


ui + Zuge 
I\r 
Mais d’apres la theorie des fonctions de fonctions &,, = () et on 
obtient finalement: 
33) pe = Bm. Beet, 
ou Rs + ,—ı est le reste compose& lineairement de P,, Pa, . - - Ps et leurs 


derivees jusqu’ä P,) exelusivement. Les formules 32) et 33) sont dües 
a& Halphen. Nous definissons d’apres Halphen la dimension de la 


dB ’ HR: ; 
fonction cela veut dire la somme des indices des coefficients et des 


indices de derivation. La dimension de P;) est done egale As + r. 
D’apres cela on voit que les plus hautes dimensions des termes de 
R;-ı et de Rs + ,—ı sont respectivement egales a s—l ets + r—|, 
puisque R,_-ı ne contient pas P, etc. 

Les formules 32) et 33) permettent d’etablir le theor&me important 
sur la homogendite des invariants. L’enonce est bien simple: tout 
invariant est une fonction homogene quant & la dimension. 
Halphen a donne une demonstration de ce theoreme, mais sa discussion 
nous semble insuffisante. (Acta Math. 1883 et Grand Prix de 1884.) 
‚L’illustre geomötre ne prouva effectivement que l’existence des invariants 
absolues homogenes et de degre zero. Mais il est facile de completer 


RR 


cette demonstration, en suivant l’analogie que nous offre 1’Algebre. 
Pour discuter les invariants des formes binaires on effectue la substitution 


connue: 
& 

X 1 0 

3% 0 \ 


qui prouve la loi de homogeneite. 

Dans notre cas nous poserons: 

34) + Qs-ı tt... = M”lds + ee 

ou Q, est l’ensemble des membres de dimension s etc. compos6s des 
coefficients P et de leurs derivees. 

Nous allons demontrer qu’un tel invariant compose des parties 
heterogenes ne saurait exister. j 

D’apres la definition des invariants l’&quation 34), si elle peut donner 
un invariant, doit subsister identiquement quelgue soit le module ,, si 
ce dernier reste synectique et different de zero dans le contour donne. 
Posons done ©, = a ou a est une constante differente de zero. Nous 


En 1 i 
pouvons aussi bien poser &, = 2 et l’equation 34) doit &tre verifiee. 
r 
Posons encore U, = 2” — 1.ce qui donnen ; =0, WU zZ 


On trouve dans ce cas: 


Ba), FB, a 
drps d’P; , 
ge 


En substituant ces valeurs, nous aurons: 
9 + 9-1+-... = + 9-1...) = (00° + Ge, 72 
em a7 (Qsa® -+ Dularre + un & 


On a done separement: Q; = Qua” 
ei s—a—1 
9-1 = 0s-14 » 
ou bien: 1 ar Hl a N ron en puisque 


l’ögalite s—a — s—a—1 est impossible.e. Or Q, n’est pas nul d’aprös 
la definition, Q, etant l’ensemble des termes de la plus haute dimension. 
Done Qs-1, Qs-2 - . . sont nuls et l’invariant ne peut avoir que la forme: 


EN 1 Duke 


Qs = %ı’9s puisqu’on a 1 = a’ * cela veut dire s = a. 

Nous avons done demontre que tout invariant est homogene quant 
& la dimension et que la dimension d’un invariant est mesurde par l’ex- 
posant de la puissance du module qui multiplie l’invariant transforme. 

Parmi les invariants connus, les plus importants sont ceux, dont 
une partie est composee lineairement des coefficients et de leurs 
derivees. M. Forsyth (Philos. Trans. 1888) a trouv& que cette partie 
est independante de l’ordre de l’&quation. En suivant l’exemple du 
geometre anglais nous voulons appeler les invariants ainsi definis 
invariants primitifs. Il n’existe cependant aucune demonstration 
rigoureuse permettant d’affirmer que ces invariants sont les seuls qui ne 
derivent pas des autres. 


Yıl: 
Nous allons maintenant considerer les formes canoniques. Au moyen 
r IE, 
de la substitution connue y 0% nous pouvons transformer la 
proposee (R + Z)u = 0 de maniere & faire disparaitre le terme de 
.n— 1 = itme ordre. L’equation transforme (P+ Yan = 9; 
PR, =1, P, = 0| sera ce qu’on appelle la forme normale. 


Effectuons maintenant la substitution generale (U,, X%,). La nouvelle 
transformee (p + %Y)n = 0 ne se prösentera pas generalement sous une 
forme normale. On sait que 9, est une fonction lindaire, mais non 
homogene de P,, Py, - - Ps, done p, est une fonction lineaire non 
homogene de P,. On aura effectivement: nU,"pı = %n + (n)ıPıbn-ı 
—=d, si PL = 0, mais db, est generalement different de zero. 

Sı l’on veut cependant avoir la transformee sous la forme normale, 
il faudra poser du = 0. Or d’apres la definition des fonctions db 
on aura: 


87) bn = Ann-ıÜ9 + (rn); An -ın-ı0ı =(. 


Cette condition est done necessaire et suffisante pour transformer 


au moyen de la substitution (U,, &,) la forme normale (P, = 0) dans 
une forme normale nouvelle (p, —= 0). La formule 25) ’donne: 
Am = (Nat 9; An—ını Zn RR 


Nous avons donc: 


a m L 
) D, 9 1 
dl 
ou l’on a pose a =L.. 
Il est clair, que l’equation differentielle de 1 ordre 38) admet une 
n—l 
solutin , = 2 
yY a 
On a vu que dans le cas general U, = — etait une fonetion in- 
g 


dependante du module z,. Il n’en est pas ainsi dans notre cas actuel. 

Il nous sera maintenant tres facille de calculer un invarlant 
vemarquable, qu’on pourrait appeler invariant fondamental et quia 
ete trouve par Brioschi dans le cas special ou n = 3 ou 4. Halphen 
a prouv6 que cet invariant ne depend nullement de l’ordre de l’&quation. 
Nous suivrons une methode analogue & celle qui a et& choisie par 
Brioschi et par Forsyth, ayant soin de simplifier les calculs au moyen de 
nos formules de transformation: 


Caleulons Ann-2, An-ın 3 - : +» Ans d’apres la formule 25) 
x — /[n—4 n—5 n—6 3 
ce qui donne par exemple Ayn_3 — Wi )» (\ )) ;); Wi $) )- 
La formule 30) donnera alors: 
(n),Un,”p = wAnn-2 + N8, An—ın—2 = (N)zwg An—2n-2- 


Nn—3 n—4 2 
a) 


Ou bien: (n)gtı 9, — te 


(n)(Pz,U, + T,) ou enfin, en posant X, = “ — Dune ae 
L'=1L, + DL’: 
| Ne 2, 
VO 19 (4; + (In—5)L’] + R—2uL, + Pau, ou 
on & &erit FE — Us UT. ON. 8> 
0 
N n—1 n—1\ 2 
UND ug are 9 Du =u=-—- + ( D) Er etc 
Ce qui donne: , 
n + 


1 
39) (21, — L’) = BR — pi’. 


12 


N 


En caleulant X, = = =L, + 3LL, = L’, I =ı etc. on 
1 
obtient encore: 
40 3L 3 € 5 > 
) 3 —3L,12, -- L’= Veen Do ie RE 
Il suffit maintenant d’eliminer les variables auxiliaires Z pour obtenir 
une relation invariante entre les P et les p. 


BEN Ts N, dp; i dp; 
Differentions pour cela 39) en eerivant nz, AU lieu de IX etc. 


Nous aurons; 
6 j er 12 
41) 1, —Ll, = re. — 9% ee 


La difference de 41) et de 40) donne: 


15 1 f 
n (BP, — 29°) y- „er lee ke) ang? 4(P,—p3X,°) Tore 


290, 7 12P,2. |. 


On a done: 
|6(P,‘ — 23%) — 4(P;—p3%,°) Eu 129%, %; ] — — 121,0,°p,. 
Or L,2,? = x,&%,. On a done finalement: 


3(P,—rz'x,?) sr“ UP,—P3X?) = 0. 
Ou ce qui est la möme chose: 


dP, dps 
——) — 2,3 — } 
42) X 12 X (3 Fr Ps) 


dP. 
Done I — 2P, est un invariant de l’equation normale indepen- 


dant de l’ordre » et ayant la dimension egale a 3. 

Cet invariant est donc propre a l’equation generale de n —= ieme 
ordre. Il ne faut exclure que lscasn = 1l,n = 2. Pourrn=lil 
est evident puisqu’on a P, = 0, P;, = 0 que l’equation 43) se reduit 
a0 = 0. Pour l’equation du second ordre la chose est moins simple. 
Nous demontrerons plus tard que l’equation du second ordre n’a que 
des invariants identiguement nuls cela veut dire qu’elle n’a pas d’in- 


dp. 
variants. Mais pour le cas special de l’invariant re 2P,; =V,, on 


peut demontrer direetement que V, n’est ‚pas un invariant, si l’&quation 
n’est que du second ordre. 


a Re 


Remarquons d’abord, que la relation invariante: 
BEN 
v; — 1,05, 


d ; 
ayy = ve — 2p5, a ete trouvee comme une consequence immediate 
x 


des formules 39) et 41) dont nous avons &limine les variables auxiliaires 
' : 
L. Dans le cas n = 2 la relation 39) donne: 42%—L,’) — R—-1p%° 


ce qui est parfaitement exact. Mais l’&quation 40) qui nous a donne 
41) se reduira a Z,—3L,L, + L’ = — 4P;L, P, “ant nul, et 
comme L, = . on voit que pour remplir la condition 40) il faudra 


1 
poser P, egal & une fonction donnee du module et vice versa P, e&tant 


donn& cette relation ne sera pas verifidee que pour une valeur speciale du 
module qui depend de P,. 
Autrement dit la relation invariante V, — x,’v, ne sera pas exacte 
que pour un module special, donc V, n’est pas un invariant proprement dit. 
On verifie cette conclusion en remarquant que P, etant nul la 


d dX\? 
relation 9, — z,°’v, se reduit A übe = Eu . Or cette equation ne 
dps dx 
saurait &tre identique pour toute valeur de x que danslecs X = x, 
Y=y, P;, = 2,. Mais dans ce cas la relation VW, = V, ne pourra 


pas definir un invariant, 
Sı au contraire on rejette l’equation 40) qui contient P;, on veri- 
fiera immediatement que la condition unique 39) ne pourra pas donner 


AR ML 2 1 
lieu & un invariant, puisque l’&quation 9,2%,” = P, — 721, -— L,?) 


differentice une fois donne une relation dont on ne pourra pas &liminer 


les quantites L,, L2. 


en, d 
Enfin, la relation Er EL nn sera identique dans le cas ou P, 
et 9, sont des constantes quelconques, mais lidentitEe O0 = 0 ne peut 


pas definir un invariant. 

La m&me methode qui nous a permis & caleuler l’invariant V, 
pourrait servir pour trouver tous les invariants »primitifse. Il suffit 
de calceuler 9, 25 - : » . 2n d’aprös les formules generales, de former 
ensuite les quantites L,, Lg, Lz ! . . ., Us Ug U... eb les derivees 
symboliques Z,!, ZT, ZU... . et d’eliminer les quantites auxiliaires. 


u 


On voit a priorı que ces calculs seraient bien compliques. Il est 
done preferable de donner une methode qui n’exige que le calcul des 
coefficients numeriques. Or le principe de homogeneite donne le moyen 
d’ecrire immediatement la partie litterale d’un invariant promitif etant 
donne le nombre egal & sa dimension. Malheureusement il n’existe 
qu’une me&thode bien incomplöte pour definir a priori toutes les combinaisons 
possibles. Commengons par remarquer que les combinaisons qui entrent 


dans le symbole >nNQ,"" .. Qn * ne forment qu’une partie des 


combinaisons dont la dimension est egale a n, puisque »le poids« n’est 
qu’un cas special de la »dimension«. 
Soit k le degre, $ le poids d’une somme: 


DaNBy"B/"" Be 


ou l’on a &eerit B au lieu de Q pour designer que tous les termes de 
cette somme sont de m&me degre % et oü on a introduit BD, de maniere 
a avoir: 

„tm +.:.::+m =%&k 

m + 2m, +..:..4 m = 8. 


Soit ($:n, k) le symbole designant le nombre de combinaisons des 
k nombres entiers non negatifs, dont la somme est egale & 8, ces nombres 
etant pris dans la serie O0, 1, 2,..n, et quelques uns d’entre eux 
pouvant £&tre egaux. On trouve alors d’apres Euler: ($:n, k) = au 
coeffieient de z*xS dans le developpement de la fonction generatrice: 


1 
(1— 2) 1—2x) ... (1 — 2X") 


suivant les puissances ascendantes de 2. 

Le probleme analogue de la definition du nombre des combinaisons 
dont la dimension est un nombre donne, est encore plus complique. 
Dans la pratique on formera toutes les combinaisons possibles d’aprös la 
regle suivante. On ecrira d’abord toutes les combinaisons dont le poids 
est par exemple egal & 6; puis on ecrira les m&mes combinaisons sauf 
P, et on effectuera toutes les permutations possibles entre les indices des 
coefficients et ceux qui proviennent de la differentiation. Soit par exemple 
la dimension s = 6. On 6crira d’abord: 


Me 0° 


P,, P,Pı, ete. les termes de poids 6 ce qu’on fait trös vite en 
eerivant 6 au lieu de P, etc. de la maniere suivante: 


11112 24 
1113 33 
114 '15 
123 6 
222 
Dans le cas ou P, = 0 (forme normale) ces combinaisons se reduisent 


3:(2929),..(24),°(38),:66)/ cela:vent dire u B,%, (PP, PEN 

On ecrira ensuite (15) ayant soin de permuter de maniere A avoir 
P,Y et P,'; de la meme maniere on 6erira (24) et on obtiendra P,'V 
et Pj“ etc. Dans le cas PAR = 0 on n’aura finalement que douze com- 
binaisons et la partie litterale de l’invariant de dimension 6 aura 1a forme 
generale: 

Ps + MP, + Pi" + mp" + ap + PR” + PP,‘ 
+ a,(P,')? + aP,Pı 4 uoPs Pa + MP? 4 sfr P, ou les a sont 
des coefficients numeriques qu’il faudra determiner. 

Remarquons que le nombre des termes d’un invariant est toujours 
fini. La dimension s etant finie, supposons d’abord qu’il ne s’agit que 
des termes du poids s. Or le nombre de ces derniers est essentielle- 
ment fini, puisqu’on peut demontrer qu’il est inferieur & une quan- 
tite finie. 

On demontre facilement que le nombre e des quantites m entiers et 
positifs qui verifient les deux equations: 


mn + m +...:.4+ m=k 

nm, + 2m, +... 4m = s 
est; inferieur & el ou E est le symbole usuel designant 
le plus grand nombre entier que contient la quantite qui est sous ce 
signe. On peut aussi demontrer que le nombre e est au plus egal au 


plus petit de deux nombres %k et „Yen 


ı L. Saalschütz, Vorlesungen über die Bernouillv’schen Zahlen, Berlin 1893, 
Seite 99. 


ae 


Cette remarque met en evidence le lien qui existe entre la methode 
qui nous occupe et la theorie des nombres dans le sens le plus &tendu 
de cette expression. 

Cela etant, on voit que les permutations en nombre fini que l’on 
peut effectuer dans chaque terme de poids s ne pourront jamais donner 
un nombre infini des termes. 

On voit done que la definition de la partie litterale d’un invariant 
n’implique aucune contradiction, qui serait inevitable, si le nombre e pouvait 
augmenter indefiniment, puisque les invariants sont toujours envisages 
comme des sommes comportant un nombre fini de termes. 

Un probleme beaucoup plus difficile est la demonstration du theoreme 
enonc& par Halphen et par Laurent sur le nombre fini des invariants 
independants. Ce theoreme n’a jamais et6 demontre. La demonstration 
que donne M. Laurent! est &videmment insuffisante et on remarque bien 
que l’auteur n’a fait que suivre l’analogie avec le theoreme celebre de 
Gordan, sans cependant parvenir a etablir une loi analogue pour les 


invariants des equations differentielles. 
D’apres M. Laurent, une equation telle que F(p, m) et) = 


2 Fp .....) etablit une relation entre les P et lesp. Or quand les 
P sont donnes ainsi que U, et &,, les p seront entierement determines,. 
Donc les p sont aussi donnes; mais entre » quantites donnees 9, . . ., Pn 
on ne peut pas etablir plus de n relations independantes et comme on 
peut toujours se debarrasser de p, on ne pourra pas avoir plus de n—1 
relations independantes. D’apres le savant auteur, le nombre maximum 
des invariants relatifs est egal a n—1. L’auteur n’oublie qu’une seule 
chose, notamment que les relations dont il parle sont verifides- iden- 
tiquement. Or entre n quantites donnees il peut exister non seulement 
n, mais une infinite des relations identiques. 

M. Forsyth a cherche de prouver un theor&me beaucoup moins 
general, en affırmant que le nombre des invariants primitifs definis 
precedemment est au plus egal a n—2 pour l’equation generale de n-ieme 
ordre. Nous verrons plus tard, que la demonstration de M. Forsyth 
laisse beaucoup & desirer, i 


Nous allons montrer maintenant deux methodes generales pour former 


ı Laurent, Traite d’Analyse V, 175. 


BE 


les invarıants quı derivent par certains procedes analytiques des invarıants 
donnes. Ces methodes ont &t& trouvees par Halphen et perfectionnedes 
par Forsyth. Nous voulons indiquer quelques nouvelles simplifications. 

Etant donnd un invariant relatif de dimension s aux coeffieients P 
que nous designons par F, soit fs l’invariant transforme aux coefficients 
p. D’apres le theoreme fondamental nous aurons: 


RP, = Js %° i 
Soit Fr = frX," une autre equation definissant un nouvel invariant 
b Fy ’ : 
de dimension r. On voit immediatement que Zr 5, donc le quotient 
Tr Tr 
a est un invariant absolu 
F',® 
En prenant les derivees logarithmiques des deux membres de l’&quation: 
LEN 
nr J: 8 
nous aurons: 
R Fr | 1 = 
r— —s— = ılro —s- 
Pi FH Sn de 


et puisque F,F, = pr on verra que rF",F, — sF',F, est aussi un 
invariant, dont la dimension etsr + 1. 

Ces invariants sont analogues aux determinants fonctionnels de 
Jacobi. 

Une autre methode pour former les invariants est fondee sur la 
remarque suivante. Soit ®; = 9,2," un invariant que nous 6erivons 


® 
simplement ®. Formons la derivee logarithmique de © en &crivant: 


dio = 
er o diogd , dlogp 


Tg a 


. . x . 
Designons comme toujours —= par L, et d’une manitre analogue 
x 


1 
dlog® & dio 
— —- par M,, Fe — = par m.. 


4‘ 


dX & 


Nous obtiendrons: 
M, —- 2m AL: 


Soit encore — = M, 


M, = &’m; + L,xm, + kL,. 
Formons maintenant la fonetion: 2%kM, — M,?. On trouve facilement: 
29kM, — M,? = %(2km,; — m?) + P@L, — L?). 
On voit que 2kM, — M,” serait un invariant dans le cas oü 


=.,Ms.° On aura: 


216, — L,’ = 0. Or ce cas se presente de lui-meme si l’on a non 
seulement PR = 0 = p, mais encore P, = 9%, = (0, puisque d’apres 
la formule 39) on a pour la forme normale (PR =0=p,) la relation: 
1 
. n (22, — L,’) = RR — p?. 
Sı done on a l’&quation: 

dry dr-3y 

Ixm = MP a En 0 
et si l’on peut obtenir la transformee ayant la m&me forme: 


dry dr3y 
an er. (Mops ns Tr 2. Day = 0 


la fonction 2%M, — M,” sera un invariant. 


dlog® } 

Nous rappelons que M, = ne et que ® est l’invariant de 
dimension k. Les invariants que nous venons de definir ne sont autre 
chose que les »quadrinvariants« de M. Forsyth. 

On peut montrer, que toute &quation de a = ieme ordre peut £&tre 


reduite & la forme canonique: 


d"y dr—3,, 
a AN)EHE m EN + my = 0 


au moyen d’une dquation differentielle lineaire et homogene de deuxieme 
ordre. Ce theoreme est de M. Forsyth. Nous le demontrerons en 


1 
remarquant que si 9, = (0), la formule 39) donne P, = SR — L’) 


U, 
avee = — —— - puisque PR = p, = 0 donne cette relation. 
n—|1 U, 
Bubstituons 2, — 2, - ce qui donne U, = 2,” tet ‚posons 
Zk 
— = (,. Nous aurons: 
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Be a 


3 
= — ee, ou ce qui est la m@me chose: 
d?z 
a Hr N .; 1 P32, u 0 
ou encore: 
Bi 1 

aa 3 Ti 

ee 


1 { : 
Done si —— est une solution de l’equation du deuxieme ordre 


d’z 3 der de 
IX — Sr Ki — (0, la proposee "ax + MP FE u —= 0 


se transformera en a A. (n wi +. + 2%n4 = 0 ce quiil 
fallait demontrer. 

Nous allons appliquer cette methode & l’equation du deuxieme 
ordre pour demontrer le fait entrevu par Halphen, que cette &quation 
n’a pas d’invariants. Mais avant de le faire nous voulons appliquer 


le theoreme de M. Forsyth au cas ou la proposee a la meme forme 


canonique. Nous poserons done P, = 0; dans ce cas il est clair, 
go iR 
% d’z 


qu’il faudra resoudre l’&quation du deuxi&me ordre Be (= IX 


Or cette equation n’est autre chose que l’equation differentielle des lignes 
droites, situdes dans le plan (X, z) puisqu’on az =aX + boüaet 
b sont deux constantes arbitraires. On trouve donc: 


—= aX —+ b ou bien ce qu’on peut integrer. 


Ba N 
Ve dX (aX —+- b)? 

Nous ne voulons considerer que le csoub = (0, a —= v. I 
cela veut dire quand l’equation 2 = X? represente les deux droites 


isotropes,. Dans ce cas ou trouve, en &galant la constante additive & 
A 1 Bi 
zero, que la substitution X — m remplit la condition trouvee plus haut. 


Nous avons done demontre le theoreme suivant: La transformation au 


moyen des rayons vecteurs reciproques appligquee & la variable indepen- 


dante, transforme l’&quation canonique (PR, = 0, P,=0) en une autre 
ayant la m&me forme (p, = 0, 9% = 0). Ou encore: la transformation 
ainsi definie n’altere pas la forme canonique de M. Forsyth. 

La methode que nous venons de considerer, est etroitement liee a la 
theorie des reciprocants imaginee par M. Sylvester. Une fonction ratio- 
da d’x 
ar a me: fonction que nous 
voulons designer par (X, X), est un reciprocant, si apres la permutation 


nelle des quantites &, = 


1 
(X, x) qui transforme x, en = etc., la proposee se transforme en elle- 
1 


meme & une puissance de x, pres en changeant en m&me temps son signe, 


Ainsi (x, X) BR 2 a EN ? (23) est un reeiprocant 
| 5 ai X 2 er sn A 2 i N 
comme on demontre aisement en formant (X,2). En designant comme 
fr 2L, —L,? 
toujours = par L, nous trouverons (x, X) = ran RS PR — 
1 £ 


N 


1 
6 (x, X) dans la formule trouvee plus haut. Le reciprocant (x, X) 


s’appelle la fonction de Schwarz ou le Schwarzian d’apres le nom du 
geometre allemand qui & etudie cette fonction dont la premiere notion 
est düe a Lagrange. On verifie aisement que si le Schwarzian est egal 
a zero, P, est nul et vice versa. La transformation par des rayons 
vecteurs reciproques Xx = 1 appliquee & la forme normale (PR, = 0) 
oaüalooaUl, =- "u, fait donc annuler la fonction de Schwarz 
1 
ee 
2 
I — z5 et finalement 2, —L?’=0 = (X, 2). 


ce qu’on pourra verifier directement puisqu’on a & = 
2 
Er 


Appliquons les m&mes considerations a l’&quation du second ordre. 


L = 


Dans ce cas on a: &, = 2,7°,: U, — 2.8.24 hr, Ps, = .0.. L’equation 
proposee Y, + P,Y = 0 avait la meme forme; on a done Y = 2% 
et &% = 2, °, mais d’antre part 2%, = — 22, °21 0U Zylg + 221%. 0. 


Un calcul bien simple donne: 
Y, + RY=zuY" + (0% + 22,809 + & + Pa — 2. 
Or 2, etant la solution de Y, + P,Y = 0, l’equation devra 


s’abaisser jusqu’au premier ordre. Mais le coeffieient de y‘ etant nul elle 
e 3* 


a 


s’abaisse encore, puisgu’on aura 24% y" = 0 ou y" = 0 et on trouye 
immediatement y = ax + b. 

Ce thöor&me n’est d’aucune utilitE pour la solution de l’equation 
proposde, puisque l’equation auxiliaire en 2 n’est autre chose que la 
proposde. Mais l’existence d’une solution &tant prouvede par le theor&me 
de Cauchy, la forme de l’integrale ne nous interesse point. Ce que 
nous voulons prouver c’est l’impossibilite de former un invariant pour 
l’&quation du second ordre. Or ce theor&me a ete demontre implieitement 
par les considerations precedentes. 

Nous avons demontre que la substitution 2, = 2, * transforme 
l’equatiin Y, + PRY = 0 en y”" = 0. On pourra done toujours 
transformer une &quation du second ordre de maniere aA annuler tous 
les eoefficients excepte 9, = 1. Supposons pour un moment qu’il existe 
un invariant qui sera en tout cas une fonction homogene quant & la 
dimension. Soit Y, + 2P,Yı + P;Y = 0 la proposee oü on pourra 
toujours faire disparaitre d’abord P, puis P,. L’invariant V aura 
necessairement la forme F(P,mı), P,m2)) ou F est une fonction entiere 
ou il ne se trouve aucun membre qui ne contient ni P, ni P.. 
L’invariant transforme v aura la forme Fi), 9,M2)); or 9% = Ps 
— 0; donc l’invariant transforme y serait identiquement nul, et on a par 
definition V = x&,®w. Par consequent V est aussi nul identiquement. 


VI. 


Quand on connait deja la partie litterale d’un invariant, on pourra 
ealculer les coefficients numeriques par des methodes differentes, par 
exemple au moyen de la substitution infinitesimale. Mais nous voulons 
montrer d’abord que cette derniere methode permet d’aller plus loin. 
Comme nous avons deja remargue plus haut, la substitution infinite- 
simale a toute la generalit6 voulue et il est facile de demontrer qu’on 
pourrait tres bien caleuler par ce procede la partie litterale des invariants 
sans avoir besoin de recourrir & la loi de homogeneite.. On pourrait 
disposer les calculs de maniere absolument analogue comme dans le 
cas de la substitution (U,, x,), mais nous allons suivre une autre voie 
plus courte. 

Soit donnee la substitution Y = UT,y, = X - eT ou T est une 
fonction synectique de X, e une quantite ‚nfiniment petite independante 


BE 2 


de X et dont nous ne voulons conserver que la premiere puissance en 
rejetant les infiniment petits d’ordre superieur a un. Nous aurons 
z=1 4 el et u = eTr (k>1. On trouve facilement: 


n! k—1 
Tea Bere Lee 


(Mr 1E In —r+ı (k<n.) 
EB Ne ee ac BO ae a Wr 


Appliquons ces formules au calcul de p, et p. Nous aurons: 


AZ) Anı 


U, nl 
D, er rel; et nous trouverons: 
T 
45) m, = — * 1 eT, + P,(1—2ET,). 
46) 9, = P,(l _- a 3eP,T, nr Er 


d d 
47) Fre De year, 


Au lieu d’eliminer T verifions directement que 3 _ 2p, est un 
x 
invariant. Nous avons d’abord: 
d AP. 
sr a — 2 = (8 — 2B)(1 — IN). 


Or 1— 32T, est aux infiniment petits de deuxieme ordre pres 


[4 x Js ® 
egal a X ı et on aura effectivement: 
dP. 


dp 
IE EL ae 
3ax 2%. X (37 2P3). 


On voit done que la substitution infinitesimale ne differe point, 
quant aux invariants, de la substitution generale (U, x). 

Mais si on connait a priori la partie litterale, on pourra proceder 
autrement. Si l’on sait d’avance que aP,‘ + bP, = x,°(ap,‘ + bp;) 
est un invariant, on &erira: ©? = 1 + 38T, et en substituant au 


lieu de 9,' et p, leurs valeurs, on obtiendra: 


FALL. _ al BP — Sen) 


b 
_ Hm +, I 


aP, + BP, = (1 -+ 3T,) 


et comme (1 + 387,)(1 — 3eT,) est aux infiniment petits de deuxieme 
ordre prös = 1, on trouvera 2a + 3b = 0. Un des coefficients num6- 
riques etant arbitraire, posons a = 3, ce qui donne db = — 2. Onvoit 
que 3P, — 2P, est bien un invariant. 

Si l’on a forme un invariant pour la forme normale (P+ Y„ =0 
(PL = 0) il est facile de trouver l’invariant correspondant de la 
forme la plus generale; c’est ce qu’a fait Halphen dans son M&moire 
celebre (1884). Nous voulons essayer & preciser la methode que M. 
Halphen n’a indique que bien succinctement. 


Soit (d? + Y)n = 0 lequation transformee que nous supposons 
donnee sous la forme normale (p, = 0) tandis que la proposee soit 
une forme absolument generale. Malsre cela nous pouvons toujours 
supposer X = x, puisqu’on pourra imaginer une transformee seconde 
(cr 4 2)n = 0% la variable independante X ayant la meme forme 
normale (zz, = 0) que la premiere transformee. Si nous voulons donc 


avoir la substitution la plus generale il suffira de considerer l’invariant 
de cette seconde transformee: or cet invariant a absolument la möme 
forme que l’invariant de l’&quation (9 + Y)n = 0. Nous pouvons donc 
discuter ce dernier cas comme &tant beaucoup plus simple, puisqu’il ne 
faudra qu’effectuer la substitution Y = U,yy sans changer de variable 
independante. 

Cela etant, substituons Y — U,y dans la forme generale (P+Y), =0. 
D’aprös ce qu’on a vu plus haut, la transformde sera (oe + Y)n = 0 
avec @&, —= U,. Divisons par U, et pour obtenir la transformee 
sous la forme normale, posons 9 = 0. Or mn = = P,, done 

U, Ä U, Bu 
PP, = — 7. Appliquons a la fonchion — = —D Io re 
0, U, 
nous aurons: 


U U, ; 
Minen 7 =-P; = Zz=u=-P +P;yw=-ul= 
0 
— pP,“ -H N 
Or:on.a: 9% = Di 2 2Pu 7 us; par conscgment: 


a ee 


On trouve encore: 9, = Se —=P,—3P,P, + 2P’—Pı“. 


0 


ei ANGEUE 


Or. == et 'y, =il. Onja' done: 
mi Pe ar Dre: 

Substituant dans l’invariant 39, — 2p, on trouve: 

48) —P,“ + 3(P,' — 2P,P,‘) — 2(P, —3P,P, + 2P?) 
c’est l’invariant de Halphen qui ne depend pas de l’ordre de l’&quation 
generale. 

D suffit de poser PR = 0 pour en obtenir l’invariant de Brioschi 
a 2 Prs— ar 

VI. 

Il nous faut rappeler les proprietes connues de l’&quation ad- 
jointe de Lagrange pour donner ensuite & cette equation une forme 
nouvelle tres abregee. 

Au lieu d’employer la notation de Lagrange! nous &erirons l’&quation 
differentielle lindaire sous la forme: 

ol U Aare Any I 0, 
ou T est nul si l’equation doit &tre homogene. 

Multiplions avec Lagrange les deux membres de cette equation par 
z2de ou 2 est une fonction de x, et integrons par parties en posant 


g9«2 = Ur, kn. On arrive facilement A& l’expression: 
Sn — a A EN (— 1)"u, ydz 
+ u ww + uw"... a ih 
By BEREICH Rn 


qui doit s’annuler puisque Ye Tedx = IQ. 


Soit maintenant: u — u  - ..- —1)%4,® —=.0, once qui 
est la m&me chose: 

49) 2 — a) +. Va)” = 0. 

Si cette condition est remplie l’equation T = 0 se transformera 
en une equation de n—1 == iöme ordre. On voit que l’integrale 2 de 
49) est un multiplicateur de l’&quation donnee T = 0. 

Pour ecrire l’&quation adjointe 49) sous une forme plus abregee, 


definissons un nouveau symbole: 


ı Lagrange, Oewvres. Vol. I, p. 471. 


— 40° — | / 
/ 
d+pı = pm + Moin +...: tm. | 
Si? = (0 nous pouvons &crire: / 
A1+m=-m+ Mr... +2” 


Tous les termes de ce dernier symbole sont de dimension %. | 
Nous disons maintenant que l’equation adjointe n’est autre/ chose 
que le symbole: 
(1 iR) En zn —=0 
Pour le demontrer, 6crivons l’equation adjointe dans le cas oü 
(p 4 Ya = 0 est la proposee. Nous aurons: 


+... DE) = 0. | 


Differentions d’apres. la formule de Leibnitz et ordonacns, nous 
aurons: ' 


Pe" ” + MP N Zn (1 p)2” + (n),(1 BIN ... 
— (MıPı / 
= [1 —p) + zh 
L’equation adjointe par rapport & (p + Yn = 0 est done: 
50) [1—-p) + zu, = 2. 

Formons maintenant l’adjointe de l’adjointe ou/l’adjointe seconde. 
On trouve: 

On ne pourra pas poser immediatement 1— (1—p)=0, 1 n’etant 
qu’une unit symbolique. Cependant il en est ainsi puisqu’on a par 
definition: [1 — (1—p)h = (1—Ppı = 9% ete. L’adjointe seconde 
est done egale & (p + Y)n = 0, cela veut dire egale & la proposee, 
propriete connue, mais que l’on n’a demontree jusqu’a present qu’au 
moyen des integrations par parties assez compliquees. 

On voit donc que l’integrale de l’adjointe est un multiplicateur de 
la proposee et vice versa. (Loi de reciprocite.) 

Il est tres facile de dömontrer que les invariants de la proposee sont 
les invariants de l’adjointe et reciproquement; il suffit de d&montrer que 
le premier membre de l’adjointe est un covariant de la proposee. 

On a effectivement: 

51) (P+ Y)„ = 0, dquation donnee; 52) [L— PM) + Zh = o, 


son adjointe. 


Bee 


53) (p + Y)n = 0, &quation transformee; 54) [1 —p) + 2 = 0, 
son adjointe. 

Done la transformee de l’adjointe n’est autre chose que l’adjointe 
de la transformee c. q. f. d., puisque le symbole (1 —p) est evidemment 
form&e de (1 — P) comme p est forme de P. 

Appliquons ces remarques au calcul des invariants. Soit (p + Y)n 
—= (0 une forme normale (p, —= 0), (ga + Zn = 0 son adjointe, on 
trouve: = 0, % = Ps 4% > 39,5 —P;3. On remarquera que 
P’adjointe de la forme normale est elle-m&me une forme normale. 

Soit apg' + bp; = v, l’invariant de dimension 3 dont les coeffi- 
cients sont inconnus. D’apres ce que nous avons dit, ag,’ + bg, sera 
’invariant de l’adjointe; substituons au lieu de 9,‘ et 9, leurs valeurs 
nous aurons: 

ap + b(3Pg — P3) 
et comme cet invariant ne peut differer de ap,’ + bp, que d’un facteur 
nurnerique, le coefficient de p, etant — b dans l’invariant ecrit precedem- 
ment on voit que la somme des deux invariants est identiquement nulle. 
On a done 35 + 2a —= 0 et en posant a = 3 on obtient la forme 
connue vd, —= 399° — 25. 

On peut traiter de la m&me maniere l’equation generale ou p, & 0. 
L’invariant de dimension 3 sera generalement de la forme: 

Up) = ap" + bp‘ + ar + dps + mm + m”. 

Comme p4 P5 - . - . mentrent pas dans cette formule, il suffit de 
discuter l’equation de troisieme ordre (p + Y); = 0. 

Formons l’adjointe: 


[1 —») + 2, = 2 — 3p12" + Ip — Be! + (— pP + 3p2' — 
Ip 2 =. 

Hnadaeyg = — m; BR =m— mM; = —P + WM — IM”. 
Formons l’invariant vg), qui correspond & %,)). Nous aurons: 
m. 70 m) 4 Din tr Are 39 3) Tr 
e(29,' — P3)Pı — Pi”: 

Or vn + U ce qui denne: d? HI3d= 0 oub:d—=— 3:2; 
9: + 2e = 0; donec:ee =—1:l. 
L’invariant v%p) & donc la forme: 


ap,‘ — 3P,‘ -- PıPı‘ + 293 — CPıP3 + fr: 


GBR a 


Pour determiner a, c, f on pourrait former d’autres equations ana- 
logues & l’adjointe, par exemple |(1 + p) + zn = 0; mais nous 
n’insistons pas sur ce sujet qui exige le developpement de la theorie des 
equations »associeese.. Nous voulons plutöt montrer qu’une methode 
analogue est applicable a tous les invariants primitifs. 

Soit donne l’invariant de dimension 4: 

va, Tt bp + @" + dp” = %) 
ou l’on a pose p, =. 

Comme 9, etc. n’entrent pas dans v, il suffit de prendre l’equation 
(» + Jı = I (p, = OD) et de former son adjointe. Si l’on forme 


alors 9 = Pu, 1% = Pa — P5; 4 = 6P," — 4p;‘ Ar p, et si Von 


ajoute ©) & %p) , on obtient 6a +35 =0 oub—=— 2a. Posant a—=1 
on trouve: y = mM — 3%; + ps" + dpz? et il reste & determiner 
cet.d. Mais si 9, = 0 cela veut dire si l’on a la forme canonique: 


ee 
ou mö&me generalement: 
a KO 
on voit immediatement que v;, = p, — 2p5‘ est l’invariant cherche de 
dimension 4. 

Mais il faut se bien garder de croire que l’on pourra toujours cal- 
culer l’invariant de l’&quation de r-ieme ordre en ne calculant que l’in- 
variant d’une &quation de l’ordre le moins eleve possible. Si nous avons 
pu appliquer cetie methode & v, ce n’est que parce que la suppositior 
2, = 0 a fait disparaitre la partie non lindaire (le terme 9,°) de cet 
invariant et que la partie lindaire ne depend nullement de l’ordre de 
l’equation. Halphen et Brioschi ont affirme erronement que cette pro- 
priete est tout a fait generale et on doit & M. Forsyth la refutation de 
cette erreur. Si l’on calcule v, pour l’&quation normale (p, = 0) au 
moyen de la methode infinitesimale, on trouve aisement: 

yopT Mit nt Ron, a: on 
ou n est l’ordre de l’equation. C’est Yinvariant %, de M. Forsyth. On 
remarquera que dans le cas %, = 0 cette &quation donne la me&me 
valeur de v, que nous avons trouvee au moyen de l’equation adjointe de 
Lagrange. 


AH EN 


Remarquons maintenant que dans le cas n = 4 l’invariant v, n’est 


autre chose que: 
4 


=M%W + 2 SER nn 
expression düe a M. Brioschi. 
D’autre part, Halphen a trouve par une methode tout & fait differente 
un invariant: 


a 
WM EPs 550% (pour n = 4). 

C’est l’invariant v, de Halphen. 

Or la definition m&me des invariants primitifs ainsi que les möthodes 
que nous avons employees pour les calculer font supposer que pour chaque 
dimension il ne peut exister qu’un seul invariant primitif. Effectivement 
nous allons demontrer directement que w, (v, de Halphen) n’est autre 
chose que l’invariant Y de Brioschi." Mais en m&me temps nous verrons 
que ce theoreme est assujetti a une restriction. 

Pour y arriver, il sufit de remarquer, que M. Halphen a calcul6 
son invariant pour le cas special d’une equation du second ordre dont 
tous les invariants sont identiquement nuls. Ainsi w, lui-meme est nul, 
mais comme il ne s’agit que de la forme de w,, Halphen croyait pouvoir 
affırmer qu’il a trouve la forme generale. Cette affırmation est erronee 
puisque dans le cas de M. Halphen l’invariant 39, — 29; = v, etant 
nul, cette equation etablit une relation speciale entre p, et 9, qui change 
la forme generale de v,. 

Effectivement, si 37,° — 2p,' = 0 on aura: 


2 4 4 
Ve = 5(3Ps — 29) = 0, 


mais cette conclusion tombe en defaut dans le cas ou v, X 0. 

On voit done que l’invariant w, (ou v, de Halphen) n’est iden- 
tiquement egal & Y que dans le cas ©; = 0. Dans tout autre cas l’ex- 
pression de Halphen n’est nullement invariante. Il est evident, que la 
condition w, = 0 n’est pas necessaire pour avoir l’identite y = wy;; 
d’autre part, les deux conditions simultanees vd; = 0, w, = O0 choisies 
par Halphen sont suffisantes et meme plus que suffisantes puisque la 
derniere est superflue. 


ı M. Forsyth fait remarquer que wy; est »practically« identique a y. Mais 
ce n’est pas une demonstration. 


ROSE 1: Nr 


Jusqu’ici nous avons parl& de l’equation generale sans introduire la 
definition de l’irreductibilite — notion importante düe a Frobenius et 
principalement a Königsberger. Si l’equation donnee est irreductible, ses 
invariants seront generalement differents de zero. Il n’en est pas ainsi, 
si l’equation proposee peut 6tre reduite d’une maniere quelconque & une 
equation de deuxieme ordre; cette derniere ayant tous ses invariants 
identiquement nuls, ceux de l’&Equation proposee seront aussi nuls. Quelque- 
fois on ne le verra qu’apres avoir transforme la proposee en lui donnant 
la forme normale (p, — 0) ou me&me canonique (% = (0, m =). 
Dans le chapitre suivant nous allons traiter quelques questions qui se 
rapportent a ce sujet. 

IX. 


Dans les traites d’analyse on demontre le theor&me suivant: 

»Si une &quation lindaire et homogene d’ordre inferieur a toutes 
ses integrales communes avec une &quation analogue d’ordre superieur, - 
on pourra representer cette derniere comme une nouvelle equation lineaire 
et homogene dont l’argument ne sera autre chose que le premier membre 
de l’equation precedente.«! 

Nous allons donner & ce theor&öme une forme tout & fait explicite. 

Soit % = (s + Y)n >= 0 une öquation d’ordre n, 
Am (pP + Ym = 0 une equation d’ordre m, 
ou n>m et n— m = KkD°. 

Appliquons le symbole (1 — 9;); defini precedemment et posons d’une 
maniere analogue: 

ltr m. + Mrkanı tt... m 
ou apres le developpement il faut poser tous les p dont les indices restent 
negatifs, identiquement nuls. Ainsi on aura: 1 + pP, = +4 22 
p—ı etant par definition nul. 

Differentions l’&quation rm = 0 successivement n—m = %k fois 
par rapport & x. Nous aurons le resultat: 


HE let" Hl tmurd" > 
a + (1 + many = 0 

ou l’on a ecrit mp au lieu de p pour faire entrer les coefficients de la 

formule de Newton, de maniere & obtenir: | 


1 Königsberger, Lehrbuch der T’heorie der Differentialgleichungen, 149. 


1 + m) = (m-Mm + Mlma-i-pim-ı +: .: 
et on a: (+ mp.) = (m) >> 2e- 


La formule 55) donne par exemple pour r'„ l’expression suivante: 


f 1 
T m — ot -. (m), Pı yr a 


Po 
que l’on verifie immediatement. 


Pour simplifier nos calculs, prenons l’&quation de deuxieme ordre: 
u =(s + yı = 0 et &erivons une equation u, = (pP + y, = 0 
du second ordre. Si toutes les integrales de x, verifient 0, on sait a 
priori que 0, sera de la forme (r + 7) =). 

Or si l’on differentie deux fois successivement l’equation 7, = (, 
on obtient facilement le systeme lineaire algebrique: 


ER 2r, Yy 
So |P% 0 0 
45, |2(2ı + 20) Po 0 
65, + Ar +) (Wwı +29) Do 


qui definit les r; mais on peut aussi trouver les relations pour 4s, et s, 
et si toutes les relations sont remplies simultandment, 7, sera identique- 
ment le »diviseur differentiel«e de 5. Remarquons que le determinant 
du syst&me n’est pas nul puisque 9, X 0. Si p, —= 1, comme nous le 
supposons toujours, ce determinant est egaläa 1. 

Soit 2, = 0, done nz, = y' + 9 = 0 une forme normale; soit 
en outre r, = ss —= 1. Nous aurons en supposant encore r, = (), 
d’abord ss = 0 puis: | 


a rd ie 7 2 
T9P2 
Done: 9, + 7, = 68; 45; = 3‘; 1 = Pa" + raPy- 
Supposons enfin 9%, = r,. Nous obtiendrons: 
56) „= y'' + 2p8y" + 2p2'y' + Pe" 
2 |Y 
Pa 
Dans ce cas tres simple on verifie immediatement que: 
um" tm = (y" try)” + Bl Pay) = 0 puisqu’on a 
y" +py—). 


DEN. 


=(. 


Considerons les invariants de l’&quation 56). Nous savons que 


l’equation normale du quatrieme ordre: 


N os ne 4s;y' + sy — 0 


possede les inyariants , — 3, a, dt vyey=sı 3 2 
+ 
6 5 2 


Mais dans la cas actuel: 6, = 2; 3 — m a 7. 
done % =. 


Nous avons demontre que si v,; — (0, l’invariant Y de Brioschi se 
transforme en w, (v, de Halphen). On a done: 
De PARREN, 4? 
a 5 EP eh za”. 


Il est facile de demontrer que dans le cas que nous considerons, 
= w, n'est qu’un pseudo-invariant. Effectivement, nous pouvons 
transformer l’&quation (y —+ »3Y)" + ps(y'' + 9y) = 0 de maniere & 
annuler le coefficient qui correspond A 92,. Il suffit de changer de 
variable independante dans y'' + p,y = 0 au moyen de la transformation 
connue, par exemple en employant la methode des rayons vecteurs 
reeiproques. Nous aurons la transformee de la forme n!Y = 0 ou bien 
en integrant: „= A + BE + C&? + DE? ou & est la nouvelle variable 
independante. 

Or tous les invariants de l’&quation differentielle lineaire y® — 0 qui 
represente toutes les paraboles de degre n—1 sont identiquement nuls 
puisque tous les coefficients sauf celui de n® qui est 1, sont nuls. 
Done si w, etait un invariant il devrait aussi disparaitre ce qui n’est 


possible que pour les valeurs speciales de 9, satisfaisant a l’&quation 
2m, 4? 8 
5% — zaPe = 0 ou bien & l’&quation 2" + 7 ze 0. Mais p, etant 
une fonction synectique arbitraire, il n’est pas possible de definir 
generalement une telle equation; done w, n’est pas un invariant de la 
- proposee. 

Nous avons donc demontre que si une dquation du quatri&me ordre 
admet le diviseur differentiel y' + 2y = 0, elle n’a pas d’invariants!. 
Posons encore 9, = — 3a. Nous aurons: 


’ Nous avons choisi une forme speciale, mais il serait facile de generaliser 
ce resultat. 


a. 


57) yV — bay — ba’y' + 380? — a)y — 0. 
Cette &quation presente une analogie frappante avec une autre, que 


nous 6etudierons plus tard. 
X, 


M. Halphen a introduit la notion importante de l’equation 
canonique invariante, mais comme la plupart des definitions de cet 
eminent geometre, celle qui nous occupe en ce moment doit e@tre posee 
d’une maniere un peu plus preecise. 

D’apres M. Halphen, si l’on choisit une substitution telle, que 
l’invariant transformd quelconque, par exemple celui de Brioschi v — 
3P2 — 2P; devient egal a 1, l’equation transformee aura cette propriete 
remarquable que tous ses coefficients seront des invariants absolus. 
Remarquons que cette affirmation n’est exacte que dans le cas si nous 
generalisons un peu notre definition des invariants, qui etaient jusqu’ici 
des fonctions entieres ou au moins rationnelles des coefficients et de 
leurs derivees. 


%. Si done v — 1, l’invariant V de 


1 
la proposee sera egal au cube du module ou bien x, sera egal a V3. 


Nous avons vuque V=x, 


On voit que dans ce cas l’invariant depend essentiellement du module 


et reciproquement. Si l’equation proposde a la forme normale (P, = 0), 


7 
on sait que ” — U, depend aussi de la valeur de module, U, tant 
Men n—1 
egala &ı 2. Dans le cas actuel U, = Vs, Si la proposee 


PdaX 
avait la forme generale, il suffit d’introduire le facteur e” et 


de poser: Y = 
Considerons maintenant la formule generale 30) (n),Uyx,"ps = (Ayn-s 
+ 05 ta = (P + T. 


Or p; etant une fonction lineaire de P, . . . P, avec des coefficients 
qui ne dependent que de V et de ‚Jpax on voit que 9, ne depend 
que de V, P,, P, et de e, PıdX, Mais comme on peut toujours faire 


disparaitre P, et P, au moyen d’une dquation differentielle du deuxiöme 


ordre on verra que 2, ne dependra que de l’invariant V, et comme le 


de 


module x, est egal & une puissance fractionnaire de cet invariant, 9% 
sera une fonction de V seule. Done 9, est un invariant absolu de la 
proposee. 

Halphen a applique cette methode au calcul des invariants (non 
primitifs). Mais ces calculs sont d’une nature tres compliquee et ce 
gcomdtre l’a avoue lui-meme. A propos de son invariant A Halphen 
dit: »On calcule mais peniblement cet invariant«. Nous voulons donner 
une methode plus rapide et plus simple. 

Soit (P + Y)n = 0 TVequation proposee tout a fait generale, 
(p + Yn = 0 1a transformee ou p, —= 0 (forme normale). 

Nous supposons en outre la transformation telle que 9; = 39,° — 


1 
2% = 1. Ona don 9 = 2(8P, — 1). 


U, ( X dl 
Eerivons u, = n % = = etc.; m = L, nn = 1, etc, 
0 0 1 
%g Ks V, 
= e\, Nee, z— = t 
. Bo a v, ete 
N ER BE hl n—1 
ous aurons: 9% — 0 — Me +. DB 
n—1x ER 1 
U Red ae 
— 1 
On a done: u, UL gs di . 


D’autre part on a: 


— 2 
Pa%ı” = [8 + 3’ — 3) + a + RB za 


2Pu + PB]. 
Mais on sait que X%, —= Z, + L,? et d’une maniere analogue: 
a — in? 
u = ei P,) =M; k = nun. 
6 5, 
EI EZ 
% = M + M}’ er ra u > e r \or + 
1 
5 5 u„Pı + Pi? 
Substituant dans p,%,° on obtient: 
art 1 Un 1) ; 
Pa” — en wi . ee ee 


2 
Mais x,” = V3. On aura donc finalement: 
re 
Vi Ip —p3— ya BERN E 
P3 [ 1 | v, een: 18 17 4.97 V, R 


le a 
Tr DIE ie 


Posons: V?|P, — PA? — P,']— VV, 


nous aurons: 9 = —. 
v3 
Or nous avons demontre que 9, est un invariant de la proposee. 


8 
V3 &tant aussi un invariant (irrationnel bien entendu), A sera un 


nouvel invariant et comme p, (etant un invariant absolu) est de dimension 
zero, V etant de dimension 3, A doit &tre de dimension 8. 


1 
Notre invariant A est au facteur 97 pres egal & l’invariant A de 


M. Halphen, 

Il est facile de demontrer que l’invariant A peut &tre obtenu par 
un procede tout a fait different et beaucoup plus rapide. Nous allons 
demontrer que si l’equation proposee a la forme canonique (P, = (0, 
P, = 0) l’invariant A n’est autre chose que le »quadrinvariant« de 
M. Forsyth forme de l’invariant primitif 7 qui se reduit dans notre 
cas & — 3P;. 


En effet, on a dans ce cas A = VV, 


a, = => 1) 
en 

Le facteur numerique » 4 1 quoique dependant de l’ordre de 

l’equation (P + Y)„. = 0 peut etre rejet6 puisque c’est le facteur 

commun & tous les termes de l’invariant A. Nous pouvons donc poser, 


nt 1 n+)) 


3 
HE 427 Hi 


N 


1 
et en &crivant ®, au lieu de A: 
©; 16B,P, "ze ilB,R 
Or linvariant V, = — 3P, peut &tre ecrit VW, = P, puisque le 
facteur numerique — 3 ne nous interesse point. Appliquons A cet in- 


) 
en rejetant 


variant le procede qui nous a donne les quadrinvariants. Formons 


1 


2kM, — M,? en posant M, = 6 Dans le cas actuel &, = 7’ = 
0 


Pen ka. On 3.done: 
Philippoff, Equations differentielles. 4 


Or V,” est un invariant, 2kM, — M,” est aussi un invariant de 
l’&quation canonique (PR, = 0, P, = 0). Par consöquent 69,4%, —- 
77° = 6P,"P,— 7(P,')” est un invariant et on voit immediatement 
que ce n’est autre chose que ®, ou A. 

Nous avons done demontre que l’invariant A de Halphen pour 
l’equation canonique (P, = 0, P, = 0) n’est autre chose que le quadrin- 


variant qui derive de V, oü V est l’invariant fondamental de dimension 3. 


xl. 


Dans le IV. volume de son Journal M. Liouville a demontre qu’on 
peut toujours transformer une &quation de deuxiöme ordre au moyen 
d’une substitution irrationnelle en une &quation de n-ieme ordre. 


Pour y parvenir M. Liouville pose dans l’&quation 2" = az’ + bz, 


1 
2 = yn-1 ou bien y = z"! et obtient une dquation d’ordre n dans 


laquelle on a: 
ya ee Bee) 


On demontre facilement, que si 2, et 2, sont deux integrales de 


2" = az + bz qui forment un systeme fondamental, les quantites 
u | n—2 n—i1 
nn = A ;: m=4 Zy-:.-- MR formeront un systeme 
fondamental de (» + Y)n = 0, si nous designons ainsi l’&quation de 
Liouville.. On trouvera encore: I lu le t. 
Tg N3 - An 
Le systeme fondamental N, - - . 7m est donc €quivalent & celui-ci: 
Nr Na) » + Nm” 


et entre trois integrales consecutives il existera une relation quadratique 
Yıla = Ne” ete. 

Dans le cas special £ = x l’equation de Liouville aura n solutions 
»egales«. | 

Le caleul direct donne par Liouville et par Halphen est extremement 
long. M. Laurent dit sur ce sujet: »S’il fallait effectivement appliquer 
ce procede & la recherche des invariants, il faudrait y renoncer. Car les 


calculs seraient d’une longueur rebutante.« 


en 


Nous voulons done donner une nouvelle methode pour former 
l’equation de Liouville qui est plus expeditive et qui en möme temps 
met en evidence quelques proprietes de cette equation: 


Ya d, r 
Nous posons: Z, = (Rz (2), our 2,0 = (k)=k-k—]- 
k—2....k—r +1. 
Nous voulons choisir l’equation du second ordre 2’ = az ce qui 


est permis et nous poserons enfin y = "1 — 2#. 


Nous commencons par &tablir la formule r&currente: 
Il suffit de rappeler que Z, = (k")zt""(z’)" et par consequent: 


Zr zn (ze 


Ze 
2, = ME ee + A ee 
d’ou il suit: 
Z, = Zu + ark—r + DZ,-ı ce. q. f.d. 
Baron 7, ar rn. 70 ka a OnATtrOUverdong. 
Zei Zu — kaz, =uy — kay 
ZZ Se ljaZ, 
Zr = Zir-1 — 2a(k — 1)Zıe 
Zi = Zu — akZı—ı 
Soit par exemple k=3ouk-+ 1= 4. On aura: 
59) Z, = yIY — 10a" — 10a'y' + (90? — 3a')y = 0. 
Generalement on a par definition: 
Z, = (k)e""(e')"; mais (k') = kl, (k 
et Zur = Zr. 


On voit donc que la substitution y — z“ conduit & l’equation 
Zr+ı = 0 qui est d’ordre k + 1 et que les &quations Zu42 = 0 ete. ne 


2 — (), par consequent Zrrı = 0 


donnent rien de nouveau. 
‚La comparaison de l’&quation 59) avec l’ö&quation 57) (y"' + Po)" + 
(y' + 9Y)p; = 0 oü l’on a pose 95 = — 3a montre l’analogie qui 


existe entre la theorie de Liouville et celle du diviseur differentiel, 
4* 


EA N RR 


Il suffit de regarder ces deux equations: 

57) yIY — bay! — 6a'y' + (9a? — 3a)y = 0 
59) yIY — 10ay'' — 10u'y' + (9a? — 30'')y = 0 
pour reconnaitre cette analogie. 

Dans le cas ou ay' + a’y' = 0 ou bien ay' = Const. = b les 
deux equations coincident et donnent une seule: 

60) y!IY + (9a? — 3a'')y = 0 
qui jouit de leurs proprietes communes. 

Il est tres facile de verifier que les invariants v, et v;, = Y de 
l’equation 59) cela veut dire de l’&quation de Liouville sont identiquement 
nuls, comme on pouvait s’y attendre, cette equation etant une transformee 
identique de l’&quation du second ordre, 

L’equation normale du second ordre jouit d’une propriete remarquable: 
elle est sa propre adjointe, ce qu’on v£erifie immediatement, la formule 
generale de l’adjointe &tant [(l —p) u ul =.0. Oaly 
— 0, u" + (1-2)u = 0 = u" 4 9%. 

Donc la m&me propriete doit caracteriser l’equation de Liouville, ce 
qu’on pourra verifier sans peine. Un invariant quelcongue de l’adjointe 


etant au signe pres egal a l’invariant correspondant de la proposee, on 


voit immediatement que tout invariant de l’equation y'" + »y = 0 
ainsi que de l’equation de Liouville est identiquement nul. 
Pour l’equation 59) on trouve par exemple: v; = — 5a + 5a’ = (, 
DER 6 5 “4 Eu 
N 92 — 3a. ar By; Ber il), 
XH. 


La question sur lenombre des invariants independants est extremement 
delicate. Tout ce qu’on peut affırmer sur ce point est le fait incontestable 
qu’etant donnee la partie litterale d’un invariant dit primitif on peut 
determiner sans ambiguite ses coefficients numeriques. 

On a vu cependant la possibilite de former des invariants tels que 
A = 6P,"P,— T(P,')? et comme cet invariant est propre aux &quations 
dont l’ordre surpasse 2, on voit que la dimension d’un invariant (iei 
— 8) peut bien surpasser l’ordre de l’&quation. Or nous savons que 
A depend si non algebriquement du moins analytiquement de V qui 


est un invariant primitif. 


U RL 


M. Forsyth a essaye de determiner le nombre des invariants 
primitifs (dont une partie est lineaire) au moyen de la consideration 
suivante qui semble manquer de rigueur. Soit ps_ı une fonction de 
Pi, »».» . Ps-ı et de leurs derivees, mais qui ne doit pas contenir P, 
et ses derivees. Nous pouvons Ecrire d’apres ce qui precede: 

2° = Ps + Pr-ı et ensuite: pc = Pr ı + 9% 

Differentions cette derniere Egalite.. Nous aurons: 

60) p's-10° — Pi + su pl, = 12, 
ou Ts_2 ne depend que de P,, - . Ps-a et de leurs derivees. 
Multiplions 60) par A ou A est un facteur arbitraire et formons: 


x (ps — N (P s—AP'-1) = Ps-ı — 2 — Ks pl. 


Choisissons A de maniere A avoir: pPs—ı — Asa "!ps—ıLl, = 0, nous 


aurons: 2, °(ps — Ap's-ı) — (Ps — AP'sı) = — Ara. 
—1 
On trouve facilement X = E 5 ; donc la difference: 
’ } 1—s 
x °(Ps u’) s-1) 5 (Ps — AP) = ne2 


sera d’une dimension inferieure a celle de 9;. 

M. Forsyth croit y voir une contradiction evidente, puisque une 
combinaison lineaire de deux invariants de dimension s ne saurait donner 
un nouvel invariant de dimension s—2 ou meme s—1. Or cette 
conclusion tombe en defaut, si db, est identiquement &gal a zero, oü 
bs est la combinaison dont il est question. On peut demontrer que 

Se Pe 
ts-2 n’est pas nul: autrement Ps — + s—ı serait un invarlant ce qui 
est impossible, un invariant de l’&quation generale devant contenir a moins 
trois coefficients; s’il n’en a que deux on pourra les faire disparaitre par 
la transformation connue et l’invariant transforme sera identiquement nul, 
donc cet invariant ne peut pas exister. Mais T;_> n’est pas la fonction 
dont nous avons parl& plus haut. Soit ®, un invariant de dimension s, 
F, un autre invariant de la me&me dimension, il faut prouver que la 
combinaison ®, — X%F, doit &tre de dimension s, si elle n’est pas 
identiquement nulle, mais M. Forsyth ne l’a nullement prouve. En effet, 
®, est une fonction de la forme: 

P,= PB; -- u Pis3 — OHR + kPs-aP, + NACR . 


et d’une maniere analogue: 


Prob anı ren + m Por +9 

Pour prouver que la combinaison: ®, + K'F, est identiquement 
nulle, si elle est egale a une fonction de dimension <{s, il sufft de 
rappeler la loi de homogeneite sans qu’il y ait besoin d’une autre preuve. 
On doit avoir: 

®,-+- KR = male. 4 ki) et'si Von avaıt , IH —n 
on obtiendrait la condition impossible: T;_ = X°ts-2 ou t est la 
transforınde de t, puisqu’on doit avoir en meme temps 7,9 = 2°", 

Il nous reste maintenant de considerer les invariants differentiels 
qu’on pourrait aussi appeler des invariants homographiques. 

Considerons l’&quation »exceptionnelle« de troisieme ordre: 

Yı any. 0 

qui se reduit & une equation de premier ordre si l’on pose Y, = 2. 

L’invariant fondamental V, devient dans ce cas egalä& VY=—P," 
—6P,P,'—4P.°. 


Soit 7 une integrale quelconque de l’&quation proposee: Designons 


d 

= par 9 etc. Nous aurons 9° + 32,7, — 0 ou @ queıı 
t “u 

m&me chose: P, aan 
sn 


Posons encore comme d’habitude: 


“u IV 
” kb; _=\,; z en 
Nous aurons: , =  — A; Io =, — 34%, + 2° d’apres 
les formules connues. er 
Posons YV = — W et &erivons: 


1 N “u 6 a) 
ee +! 
3 ur 32 Rs N“ = 33 MD 
Le calcul direct serait trop long, mais nos formules donnent 
aussitöt: 
1 2 


4 
VW = 3b — sul —_ a7 ou bien: 


ITW = 9, 180,7, AR: 


Substituons les derivees symboliques A au lieu de derivees L, etc., 
nous aurons: 


a NL 


IW = N, — 45% + 403 


et en substituant au lieu de W et X leurs valeurs: 


9 “ uwu\5 
a ur (fr) 
ou bien: 
Dun, _ oh “mV + 407 u 
Nous disons maintenant que l’equation K = 0 n’est autre chose 


que l’equation differentielle des coniques et que K est un invariant 
homographique. Pour le prouver d’une maniere tres simple sans recourrir 
aux methodes imagindes par M. Halphen, &crivons l’equation generale 
d’une conique. 
le var ars ro 

ou nous avons &erit & au lieu de X pour plus de symetrie. 

Soit R = A&® + 2B&E + C. Differentions l’&quation donnee; 
nous aurons d’abord: 


3 
puis 7‘ = AR 2 ou A est le diseriminant AO — B?. 


d 


2 2 
I suit: 73 = A3R = A un trinome du deuxiöme degre. 


Differentions encore trois fois successivement, nous aurons: 


a dd 
64) (m ) — 0 


et c’est l’equation differentielle de toutes les coniques. 
Posons pour un moment 7° = & et developpons, nous aurons: 


WR 44 5 IM Bi N 
e ) — __ Sa 3(0 a aa’ EN Sala 22 Se «) 


ou bien: 9a a? — 4dana” + 40a” — 0. 


dd 


Eerivons de nouveau « —= 7" nous retrouverons 63) K = (0, 


ende: Trid) 
Tr 1) 
Posons maintenant — = a, et generalement nr gehn LIION 


2! 
K = — 40-6°a,? + 45-2-6+ 24azaza, — 9-4-120a,?a, ou bien: 


65) — 2a,? + day — ya, = = K 
ou enfin: 


10) De an Re el} 
0: 002 71203 
Recapitulons nos resultats. 
Etant donnee l’&quation du troisiöme ordre: 
N. + 38Pn” — 0 
En se reduit & a + ee 0; 


calculons P, BL... us — ul 2 formons l’invariant fondamental 
37 3 0 
W =— 27V en le multipliant par y? = a? et ‚gerlaue Wa’ a zero, 


nous obtiendrons l’&quation: 


ER “4 
Ru 0 (1 ) 


qui n’est autre chose que l’equation differentielle des coniques, dont 
lintegrale generale sera de la forme: 
4A&® + 2Bn + 0? + 2DE +2m + F= 
En effectuant la transformation homographique generale: 
ac + by -+ c ac + by + € 
az +by-+ ide un + by + ce“ 


nous obtiendrons une nouvelle conique donnant la m&me equation 


a 


differentielle.e. Done K est un invariant differentiel (bomographique). 
M. Halphen a donne une methode bien ingenieuse pour trouver 
l’equation differentielle d’une courbe algebrique quelconque. Mais cette 
methode &tant basee sur un artifice (comme le dit M. Halphen hui- 
meme) et sur des considerations geometriques assez Rp nous 
preferons une autre voie. | 
Avant de simplifier la methode de M. Halphen, il sera utile de 
demontrer que la voie qui semble etre la plus naturelle pour traiter 
‘ eette question, n’est pas la plus simple. Si l’on voulait eliminer les 
parametres par des methodes &l&mentaires du calcul differentiel, non 
seulement les caleuls seraient trop longs, mais on aurait introduit des 
facteurs etrangers au probleme. 
Soit donne: A 
+ (n,(Bx + Cu) 
+ (m)s(Dx” + 2Exy + Fy?) 
= 


RER 2, 


l’equation generale d’une courbe algebrique de degre n que nous repre- 
senterons par un symbole! permettant d’abreger les calculs. Ainsi la 


cubique plane generale: 
A 


+ 3(Bxz + .0y) 
+ 3(Dxe* + 2Exy + Fy?) 
— Gx? + 3Hx’y + 3Jay? + Ky? 


sera representee par le symbole: 


a 


La theorie de ces symboles presente quelques analogies avec celle 


' BDG 
des determinants. Ainsi on trouve 3 a =: bEH =‘B.- 
J 


2Dxz + 2Ey + Gx? + 2Hxy + Jy? et cette expression est le 
»mineur« relatif a l’element B. 


02®, DG Da; 
325 30% IH =D-+Gx + Hyetainsi 


de suite. Pour e&crire les derivees partielles de ®, il suffit done de 


On trouve encore: 


rayer des colonnes et des lignes d’une maniere convenable et d’introduire 


les facteurs 3, 2-3 etc. 


Remarquons qu’en ecrivant er Dz + Gx + Hy etc. on 


Y 
peut facilement ecrire sans aucun calcul en coordonndes homogenes 


l’equation de la Hessienne d’une courbe algebrique quelconque. 
Appliquons cette methode & la recherche de l’equation differentielle 
des comiques. Nous trouverons bien facilement apres avoir differentie 


ı Voir notre article dans le 5. Cah. de la Zeitschrift für Mathematik und 
Physik 1892: Symbolische Zahlen und Doppelzahlen. 


ana 


1% 
‚4 BD 
trois fois l’&quation generale: | = (et en &liminant trois para- 
F 
Y 
mötres qui y restent apres cette differentiation: 
By N BIUN cr 0 Yu: 


dt m Ay By we. 
5yN Say 10 ug a 

Ce determinant est assez complique. On le simplifie en l’ecrivant 
3y"  Byiy“ y"“ | 
Ay Ay + 3  yV=yy"? — Ay yy N + 40y 9? = 0 
Bu lOy ya 
comme on a deja trouve par une methode differente. 

Nous allons exposer une autre methode beaucoup plus expeditive 
qui n’est qu’une transformation analytique de la methode de Halphen, 
cette derniere &tant fondee sur les considerations geometriques. Nous 
ne voulons emprunter a la geometrie que la notion la plus simple d’une 
tangente. 

Soit donnde une courbe algebrique quelconque et &, n un point 
ordinaire (non singulier) de cette courbe. Dans le voisinage de ce 
point on pourra developper l’ordonnee n suivant la serie de Taylor. 
Sitn= m + a5 + 98° +... ce developpement ou l’on a pos6 
N 
EB — (Ik 

L’&quation differentielle d’une courbe ne dependant pas des para- 
metres, nous pouvons choisir au lieu des axes fixes les axes momentanes, 
Soit &, 7) un systeme de coordonnees rectangulaires tel que l’axe & n’est 
autre chose que la tangente MT, l’axe n sera la normale MN et on 
aura = 0, a, —=0. Donc avec ce choix des axes on aua = @&°’-+ 
Med... 

Substituons cette valeur de n dans l’equation f(&, 7) = 0 de la 
courbe donnee; nous devons obtenir une &dquation identique en &. Les 
coefficients des differentes puissances de & seront donc identiquement nuls 
et nous aurons un systöme d’equations, dont on pourra #liminer tous 
les paramödtres. La resultante sera une &equation en Ay, Az»... etiil 


suffira de substituer &, n au lieu de &,, 7) (cela veut dire de faire varier 
le point &, n en le faisant parcourir la courbe entiöre) pour obtenir 
l’equation cherchee. 

Appliquons cette methode A une conique que nous supposons passer 
par le point &,, N), qu’on peut prendre pour l’origine des coordonnees. 
Nous aurons donc: 

4® + Bn+Y” +D + =)9. 
Substituons:n = 5? + 5° + .... 
nn t+ + 
1° = symboliquement A: ag? 
Dass ds 
Das 


2050, 2Qsa, 2ayd, 


ce qui veut dire 7? = a6: -H 2azazE? + (a3? + aa) +... 


On trouve done Y’identite: 


B Ba 

‚| 4 3 Ba, 4 v Li &6 x 
0=D-+tE Fi: ne: u 1.84 1,Cas? 8° 20909, ,- 

: : Ea, Ea, 


Or on sait a priori que l’&quation differentielle des coniques est du 
cinquieme ordre, une conique ne possedant que cing parametres inde- 
pendants. Il ne nous faut considerer que les termes ou entrent qa,,.. . . 4;. 
Mais a, se trouve deja dans le coefficient de 8°; il suffit donc d’annuler 
les eoefficients de &°, &* et &° pour avoir trois dquations lineaires et 
homogenes en trois parametres B, C, E que l’on pourra avec des coeffi- 


cients composes de As, . . . . d,. La resultante de ce systeme est le 
determinant: 

Ga 0 As 

ER as —a0 


a 2Aglg A; 

Or a, n’est pas nul, a, = 0 etant l’&quation differentielle des 
lignes droites. On pourra done diviser par a, et on retrouve l’&quation 
Bl. 

Cette methode pour former l’&quation differentielle d’une courbe 
algebrique est absolument generale, Le seul inconvenient est la necessite 


a a. 


de caleuler les puissances des series; mais ce calcul devient extr&mement 
simple, si l’on a soin d’employer notre methode des nombres symboliques, 
indiqude dans le Journ. de Math. publie par Delagrave (1887). 
I ne nous reste maintenant qu’a montrer quelques proprietes 
fondamentales des invariants homographiques. 
Soit (X, Y, Yı,-.-. Yn) un invariant homographique (invariant 
differentielde M. Halphen). Effeetuons la transformation homographique: 
ey RL ; a ac tbyre 
ac by + cd’ at by - cc” 
Posons xy cha + by he — ea 
+ c"“ = y, ou bien: 


Soit D le determinant de ce systeme. 
Par definition [X I .:... u.) = av an 


ou M est un certain module que nous voulons determinert. 


Kam ' d EL 
Nous avone daberd m Va De 


a y2 ; dx Be 
Yu 
Ai N Rn % Ky—ıav 
BG y a YVEXı 
Caleulons maintenant Y, = a 
On: ee en 
v 
u. 
et d’une maniere analogue Y' = Ix 
\ 


! Dans sa these Halphen donne une definition qui differe de la precedente. 
D’apres Halphen f est un invariant differentiel, si les equations f(X, Y, YıY,-) = 
0= fa, y, y'y'" ..) sont verifiees simultanement. Halphen croit pouvoir demontrer 
qu’un tel invarıant ne contient mi x ni y ni meme y'; mais il ne remarque pas 
influence du module. En tout cas, si Vinvariant f = 0 represente V’equation des 
courbes algebriques, on pourra par une transformation des axes faire disparaitre 
yey. \ 


ER | gone 


35 Kl y 
v 
. 4’ ER 1 u au \ Ö Be ‘ 4 ) 
On a done: X'Y KAX ca a a ou H Ei % 
A AED Y 
ae byte a 4 by! by“ abe 
en ax 4 b'y — ec’ a‘ + b'y' b’y“ en a' b’ c' Un re Dy‘'. 
a''x -- by - Fk a - b'y' by“ a’ b‘' e' 
EDDIE 
On trouve donc: Y, = EEE SER MGE 
Il est facile de demontrer qu’on a: 
anun: y. y* 
DACH) 
ee DR % ea) ER (ya — Av‘)? 
et R, ne doit pas contenir y'. On a done: 
Dydy“ R,v* 


etz: Mar ER Ay — vr)? 


et generalement: 
yan—iy,m ) yn+1 RR: 


67) Yn = My— i'm tt Ay — yayr-t (n>2.) 


Ces formules dans le cas ou l’invariant a la forme: 


IX Ya: - - » Ya) = Uflyo Us - - - Yn) 
conduisent & la formule: M = Diva—y\' — Pt, 

On demontre facilement l’analogie complöte de ces invariants homo- 
graphiques avec ceux des equations lin&aires. 

M. Roger Liouville a &tudie les invariants des &quations non lineaires 
(J. de l’Ecole Polytechnique 1889) au moyen des methodes a peu prös 
semblables. 

Quant aux applications analytiques des invariants des e&quations 
lineaires ainsi que des invariants homographiques il suffit de dire que 
la consideration des invariants permet quelquefois d’etablir a priori les 
proprietes fondamentales d’une &quation lineaire. Ainsi on peut deter- 
miner les conditions necessaires et suffisantes pour qu’une equation 
differentielle lineaire puisse se transformer en une &quation ayant les 
coefficients constants ou m&me les coefficients variables de nature donnee 
(fonctions de genre zero, fonctions doublement periodiques ete.). De 
telles recherches ont &t& donnees pour la premiere fois par Halphen dans 
son memoire qui a obtenu le grand prix des mathematiques. 


ER 


La theorie d’irreductibilit€E n’a pas ete jusqu’a present appliquee 
ä ce genre de recherches; nous en avons donne la premiere suggestion 
en traitant la methode du diviseur differentiel, et il est bien possible 
que cette methode ouvrira des points de vue nouveaux ou A peine 
ebauches jusqu’ici. 

D’autre part, dans ces derniers temps on a fait sur les invariants 
differentiels des e&tudes tres variees. Il suffit de mentionner les 
travaux de MM. Lie, Klein, Engel, Mehmcke, Study, Knoblauch, Scheffers, 
Voss en Allemagne, de MM. Appell, Picard, Poincare, Painleve, Vessiot 
en France, de MM. Sylvester, Forsyth, Elliot, Rogers, Mac Mahon en 
Angleterre,. La theorie des reciprocants imaginee par M. Sylvester 
(Messenger XV. S. et C, R. 101 p. 1042 et s,) est aussi etroitement 
liee & celle des invariants differentiels. 


Avant de terminer faisons encore quelques remarques generales. 

La theorie de la transformation des &equations lineaires que nous 
avons exposee dans le I. Chapitre contient implicitement un grand nombre 
de theor&mes particuliers. Il suffit par exemple de l’appliquer au syst&me 


suivant: 
WW. 
1 07-4 
‘Ir 0» 
2" g—p O 
ou t est la variable independante et x = = avec la substitution: 
EN Em 


21a b C 
Ye wa sanbian X 
‘sl 2% 


AR N 
_ pour retrouver les resultats principaux de la theorie des axes instantanes 
et de celle des courbes gauches. Si l’on ne change pas de variable 
independante et si l’on applique les formules que nous avons donnees, 
si l’on suppose en outre que &, n, & ne dependent pas du temps de 
maniere & vor ! =0,17=0, 5 = 0, on trouve facilement les 
conditions connues: 


Be ir. ee 


db dc 
a— — br -I- Zr — 0, 


done a? + db? + c? = A une constante que l’on peut poser egale 
& 1 et on voit bien que la substitution est orthogonale et quea,b,c... 
sont les cosinus connus. On voit encore immediatement puisque & = 
const. ete. que @&® + y? + 2? = const. est l’integrale du systeme 
considere.* On demontre facilement les proprietes invariantes d’un tel 
systeme. 

Mais on peut generaliser, ce qui nous va introduire & des considerations 
nouvelles que nous ne voulons qu’indiquer ici. 

Considerons un systeme d’equations differentielles lindaires et homo- 
genes: 


4‘ 


Yn 


ou les y et les a sont des fonctions d’une variable x. Appelons a le 
determinant de ce systeme. 


Supposons que ce systöme admette une integrale de la forme: 
eye... ya ee lonstil— Fr? 


qui represente le carr& du rayon vecteur dans l’espace de n dimensions, 
r — Const. etant l’equation d’une hypersphere, 
Cherchons la condition pour qu’il en soit ainsi. En differentiant la 


N NR 
fonction integrale, nous aurons >iyıy'ı =( et comme y'ı. = > any: 
1 1 


N N 

nous aurons: >: > iayyıyı —= 0. Cette equation sera identique si l’on 
Beet 

a: di = — In Ak = Mi —= 0. 


ı Cf. Darboux, Theorie des Surfaces, I. P., 19, oü ce systeme est l’objet d’une 
etude speciale faite par Villustre auteur d’apres une methode un peu differente. 


RABEN N ENG 


La condition cherchee pour que le systeme consider admette une 


? — (onst. est donc celle-ei: son determinant doit &tre 


integrale r 
le d&eterminant gauche de M. Cayley. 

Nous voulons appeler un tel systeme d’equations »systeme aux carres«, 
en remarquant que le determinant lui-möme est un carre parfait (egal 
A zero s’il est impair) d’apres un theoreme bien connu. 

Le theor&me que nous avons etabli permet de generaliser la plupart 


des resultats qu’on n’a obtenus que dans le cas de trois variables. 
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